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摘要　提出一种新型三坐标 CNC 雕刻机的概念设计 . 该雕刻机采取平面并联机构实现X , Y 方向

进给运动, 而安装在该机构末端的串联主轴实现 Z 向进给运动 . 针对该平面并联机构, 研究基于

总体灵活度的运动学设计方法, 指出运动学设计问题可归结为以全局运动性能指标最大为目标的

单目标、有约束的优化设计问题. 同时, 利用随机方向法搜索到一个最优解,通过实例分析进行验

证. 结果表明,提出的方法是可行的, 可用于样机的开发 .
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平面闭链五杆机构,是最简单的双自由度平面并联机构 . 对于它在混合机械系统中的应

用,文献〔1〕深入地分析了其全局运动性能,文献〔2, 3〕利用其实现精确轨迹和函数的输出 . 但

在轻型数控机床中的应用, 上述研究并没有深入分析其运动性能 . 在运动学设计方面,文献

〔4, 5〕研究了兼顾工作空间面积和可控灵活度的设计方法 . 针对文献〔6〕CNC双摇臂雕刻机

的不足之处,本文提出了基于平面并联五杆机构的三坐标 CNC 雕刻机设计方案,研究一种基

于总体灵活度的运动学设计方法 . 该方法将运动学设计问题归结为, 以全局运动性能指标最

大为目标的单目标有约束的优化设计问题,并利用随机方向法搜索到一个最优解.

1 　总体设计

　　图1为基于平面并联机构CNC雕刻机 , 图2为其三维CAD模型原理图 . 驱动杆L 1和

图 1　基于平面并联机构的 CNC 雕刻机 图 2　平面并联机构原理图　　　　　　
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L 4在固定端A 和 E, 分别由各自的伺服电机驱动, 并经谐波减速器减速.另一端分别与连杆 L 2

和 L 3相连, L 2 和 L 3的另一端铰合在 C 点,并在 C 点安装 Z 轴.驱动电机安装在顶部,通过丝

杠带动主轴上下运动, 实现雕刻机的三坐标运动.其结构特点是 M 1, M 2两个驱动伺服电机固

定.这不仅有利于设计减速系统,而且雕刻机的刚度将比文献〔6〕的双摇臂结构的刚度大大提

高 . 由图 2可以看出, 该平面并联机构的自由度为 F= 3×( 5- 5- 1) + 5×1= 2〔7〕.

2 　运动学设计原理

2. 1　位置逆解模型

位置逆解问题: 已知并联机构结构尺度参数 L 1, L 2 , L 3 , L 4 , L 5 , 以及终端位置(即刀具中

心) C的位置( x , y ) ,求两个驱动杆 L 1 , L 4的转角H1和 H2. 求解位置逆解有 2个目的 . ( 1) 已知

CAM 模型后,通过粗插补为伺服控制提供输入. ( 2) 为基于全局运动性能指标的尺度综合提

供数学模型 . 下面对实现 X , Y 方向进给运动的平面并联机构进行运动学分析,其机构简图如

图 2所示 . 刀具中心 C的位置( x , y ) ,可表示为

x = - L 5 + L 1cosH1 + L 2co sH3 = L 4co sH2 + L 3cosH4 ,

y = - L 1sinH1 + L 2sinH3 = L 4sinH2 + L 3sinH4.
( 1)

由式( 1)可推导出

x + L 5 - L 1cosH1 = L 2co sH3, 　　y - L 1sinH1 = L 2sinH3. ( 2)

由式( 2) ,可得

L
2
1 + ( x + L 5)

2
+ y

2
- L

2
2 - 2L 1( x + L 5 ) cosH1 - 2yL 1sinH1 = 0.

令 A = - 2L 1( x + L 5 ) , B= - 2yL 1 , C= L
2
1+ ( x+ L 5) 2+ y

2- L
2
2,则有

A co sH1 + BsinH1 + C = 0. ( 3)

令 T = tg
H1
2
, 则 sinH1= 2T

1+ T
2 , cosH1=

1- T
2

1+ T
2 . 代入式( 3) ,可得 T =

- B± B
2+ A

2- C
2

C- A
.则 H1

= 2arctgT 或 H1= P+ 2arctgT ,所以H1共有四组解 . 同理, 可求出H2, H3和 H4. 因为并联机构的
位置逆解是唯一的,取哪一组解取决于并联机构的安装模式和初始位置 . 对于图 1所示的安

装模式,经推导验证,并联机构的初始位置发生改变时,末端执行器 C处于不同的区域,这时

位置逆解也不一样 . 若仅考虑使末端执行器 C处于 y> 0区域的初始位置,则可以分为3个区

域. ( 1 )区域1 ( x≥0 , y > 0 ) . H1= arcsin
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2. 2　全局运动性能分析

Gosselin 定义并联机构的全局运动性能指标为, 雅可比条件数在整个工作空间内的积分

值除以工作空间的面积〔5〕. 假定 G表示全局运动性能指标,则

G= A / B , ( 4)

A =∫W

1
k
dW ,　　B =∫W

dW . ( 5)

上式中, k 为工作空间 W 内给定位置时的雅可比条件数, dW 为工作空间的微面积, B 为工作

空间的面积 . 雅可比条件数定义为

k = ‖J‖‖J- 1‖. ( 6)

k 是并联机构的一种局部性能,仅反映工作空间内某一特定位置的机构运动控制精度 . k 值越

大,表示精度越低 . 而 J 为并联机构的雅可比矩阵,‖J‖= [ tr ( JNJT) ] , N= I / n, I为二阶

单位矩阵, n为方阵 J 的维数 . G反映了在整个工作空间内并联机构的总体运动控制精度 . 由

于 k≥1,故 0< 1/ k≤1, 0< G< 1. G值越大, 表示并联机构越能实现精确的控制 . 图 2的平面并

联机构, J由速度正解方程
x
a

y
a = J

Ha1
Ha4
求出 . 令J =

j 1 j 2

j 3 j 4
,则
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2
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2
3 + j

2
4)

=
2ûk 1 - k2û
( k3 + k4 )

. ( 7)

式( 7)中, k1= tgH4 ( tgH3co sH1- sinH1 ) ( sinH2- tgH4cosH2 ) , k2= tgH3 ( tgH4co sH2- sinH2 ) ( sinH1-
tgH3cosH1 ) , k 3 = ( l4 / l 1 ) ( 1 + tg

2H4 ) ( sinH1 - tgH3cosH1 ) 2 , k4 = ( l 4/ l 1 ) ( 1 + tg
2H3 ) ( sinH2 -

tgH4cosH2 ) 2.由式( 4) , ( 5) , ( 6) ,可以得到平面并联机构的全局运动性能指标G. 由于式( 7)是复

合函数,故全局运动性能 G的求解,只能用离散的方法求得 .

2. 3　基于最优全局运动性能指标 G的工作空间综合
基于最优 G的工作空间综合,是基于平面并联机构的 CNC 雕刻机运动学设计的核心内

容.其目的是以实现运动终端位置能力(运动范围) , 确保全局最佳运动控制精度目标,确定所

有杆L 1 , L 2, L 3, L 4 , L 5的长度,以及工作台的位置 .

2. 3. 1　工作空间面积 W 的确定　若不考虑转角 H3和 H4的限制,图 2所示的平面并联机构运
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动终端 C 可达工作空间可视为支链 L 1, L 2 和支链 L 3, L 4 运动终端的工作空间 W 1 和 W 2的交

集 W = W 1∩W 2, 如图 3所示.这里,W = Q1∪Q 2. 各杆长发生变化时, 工作空间的形状也随之

图 3　平面并联机构的可达工作空间

变化. 由于铰链转角 H3和 H4受到 H1和 H2的限制, 工

作空间的边界难以解析表达. 本文采用一种数值近

似 Monte-Carlo 方法
〔8〕来确定工作空间的面积.其工

作空间计算有 5个步骤. ( 1) 用边长 l l= 2×max ( L 3

+ L 1+ L 2 )的一个矩形(其中心与平面并联机构的笛

卡儿坐标系原点生重合) , 来定义全部可能的工作空

间. ( 2) 从矩形中随机选择大量的点 (点的数量为

ntotal= l l
2 (个) ) . ( 3) 测试所选的每个点是否落在工作

空间内 . 这可通过用平面并联机构的位置逆解方程

式( 1)来实现. 若每个点的坐标值( x , y )代入式 ( 1)

后,得出的转角 H1, H2 , H3, H4都是实数,则该点就落在

工作空间内; 否则,该点就落在其外. ( 4) 计算落在工作空间的内的点数 nin . ( 5) 工程空间的面

积为W =
nin
n total

ll
2
.

2. 3. 2　工作空间综合　设计目标是对该构型的雕刻机,进行基于最优 G的工作空间综合. 它

能满足并联机构运动终端的工作范围( mm ) ,为矩形 L x×L y ,工作台相对于雕刻机的位置应关

于X = - L 5 / 2对称, 且在坐标系的第一、第二象限.同时, 确定其底边与Y= ( max ( ûL 1- L 2û,
ûL 3- L 4û) + 5) ( mm )重合.其设计思路是,定义杆长系数 a, b, c, d , A,确定一个杆长初值 L 0, 输

入 L x, L y, 并预选一组杆长系数( a0 , b0, c0, d0 , A0 ) .对该机构以全局运动性能指标 G最大为目
标,进行优化设计, 得到一组优化的杆长系数( a* , b* , c* , d* , A* ) . 接着,确定具有优化杆长的

平面并联机构工作空间. 然后, 测试矩形 L x×L y 是否落在工作空间内. 否则, 返回增大初值

L 0, 重新计算工作空间及再次测试矩形 L x×L y 是否落在工作空间内,直至满足要求为止.下面

详细分析该优化设计问题 . 其目标函数 G→max ,设计变量为 a, b, c, d, A,而约束函数有 2个.

( 1) 要求驱动杆 L 1, L 4是无条件曲柄,在整个工作空间内无奇异点存在 . 不妨假设a= L 2/ L , b

= L 3 / L , c= L 4/ L , d = l / L , L 1 / L 5= A, L 1+ L 5= l , L = ( L 1+ L 2+ L 3+ L 4+ L 5) / 4. 由文献〔1〕可

知,各杆长须满足如下条件,即 a+ b+ c+ d = 4. 0, 0< a, b, c< 2. 0, 0< d< 1. 0, A> 0. ( 2) 考虑

到实际的应用场合,各杆长度应避免相差太大, 故 a, b, c , d, A的值尽量接近 . 为了优化方便,

缩小 a, b, c , d, A的取值范围即为 0. 5< d< 1. 0, 0. 6< a, b, c, d, A< 1. 6.该问题且有 5个设计

变量X= ( a, b, c , d, A) ,两个约束条件的单目标优化设计问题 . 该约束优化问题可表示为

minf ( X ) = m in(
1
G) =

nin

2
nin

i= 1

1
k i

g1 ( X ) = a + b + c + d = 4. 0

g i( X ) = i - 1. 6 < 0　　( i = a, b, c )

g2 ( X ) = d - 1. 0 < 0　　　　　　　　

g j ( X ) = 0. 6 - j < 0　　( j = a, b, c)

g3 ( X ) = 0. 5 - d < 0

的最优解.式中 ki 值见式( 5) . 由于该目标函数是较复杂的复合函数, 故这里采用对目标函数

的性态无特殊要求的随机方向法来求解 . 它有原理简单、解法直接、程序设计简单、使用方便
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和算法的收敛速度较快等优点
〔9〕
. 用随机方向法进行工作空间综合的程序框图,如图 4所示 .

图 4　随机方向法进行工作空间综合的程序框图
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3 　设计实例

设基于平面并联机构 CNC雕刻机主轴的运动范围( mm )为 400×400, 工作台相对于雕刻

机的位置应在坐标系的第一、第二象限 . 要求以全局运动性能指标 G最大为目标, 对平面并联

机构进行优化设计, 确定各个杆的杆长 L 1, L 2 , L 3 , L 4, L 5及工作台相对于雕刻机的位置 . ( 1)

已知 L x= 400 mm, L y= 400 mm. ( 2) 根据图 4所示的随机方向搜索优化算法程序,取 L 0=

405 mm, X
0
= [ 1. 4, 1. 2, 0. 8, 0. 6, 1. 1] , n= k= 6, E= 0. 21, A0= 0. 02, f 0= 2. 186 3( G= 0. 454

7) .在计算机上用 Matlab 优化工具箱编程运行,共迭代 100次,求得约束最优解. X
*
= [ 1. 011

2, 1. 000 0, 1. 000 0, 0. 988 8, 1. 500 0] , f ( X
* ) = 1. 289 0) , G* = 0. 775 8. 那么,则各个杆的

杆长分别为 L 1= 240. 28 mm , L 2= 409. 54 mm, L 3= 405. 00 mm , L 4= 409. 53 mm, L 5= 160.

18 mm .

绘制出的平面并联机构的可达工作空间,如图 5所示. 机构相对于工作台的极限位置, 如

图 6所示.通过位置逆解方程式( 1) ,求出平面并联机构的四个极限位置( D ) ,计算结果如表 1

所示.

图 5　平面并联机构的可达工作空间 图 6　机构相对于工作台的极限位置

表 1　平面并联机构的极限位置表

D / mm H1/ (°) H2/ (°) H3 / (°) H4/ (°)
( 120, 170) 122. 186 3 - 20. 331 6 - 4. 671 3 129. 896 4

( 120, 570) 79. 809 5 34. 094 0 54. 524 7 122. 128 7

( - 280, 570) 136. 875 8 77. 792 0 82. 203 1 154. 531 1

( - 280, 170) 257. 063 0 82. 590 0 99. 277 1 214. 882 5

4 　结束语

基于平面并联机构的 CN C雕刻机,具有可实现平动和转动的解耦控制工作空间大,以及

刚度较大等优点 . 它同时可将运动学设计问题,视为以全局运动性能指标最大为目标的单目

标、有约束的优化设计问题.用随机方向法搜索到一组杆长系数最优解,即 a= 1. 011 2, b= 1.

0, c= 1. 0, d= 0. 988 8, A= 1. 5, 其全局运动性能指标 G可达 0. 775 8. 设计实验例证表明,该
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最优解是可行的, 可用于样机的开发 .
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Kinematics of Planar Parallel Manipulator for Computer

Numerical Control of Engraving Machine

Zheng Yaqing　 Liu Xiongw ei
( College of E lect romech. Eng. & Auto. , Huaqiao Un iv. , 362011, Quanzhou)

Abstract 　A conceptual design is advanced fo r the use of a novel 3-ax is CNC eng rav ing machine , in which

the feed motions in the x and y dir ect ions ar e realized by a five-bar planar par allel manipulat or while t hat in

the z direction is realized by a series ma inshaft mounted on the end of t he manipulato r. The author s investi-

gat e the kinemat ics of the planar par allel manipulato r based on the global dext er it y. and po int out t hat the

kinematics can be r egarded as a constrained optimal design problem w it h a sing le objectiv e, w hich makes the

global kinemat ics perfo rmance index to be max imal. And moreover, an optimal so lution is searched out by

the method o f r andom dir ections and ver ified by a case study. T he r esult indica tes that the pr opo sed kinem at-

ics is feasible and can be applied to the development o f sample machine.

Keywords 　planar parallel manipulator , kinemat ics, engr aving machine, computer num erical contr ol
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