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二维对流扩散方程恒稳的蛙跳积分格式

曾　文　平

(华侨大学数学系,泉州 362011)

摘要　给出二维对流扩散方程的单点精细积分法导出的显式蛙跳积分格式,并证明它是无条件稳

定的 . 进行相容性分析, 给出相容性条件 . 用数值例子,表明该格式是有效的 .
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1 　子域精细积分及有限差分积分的格式

用差分法解抛物型方程与双曲型方程, 将微分算子离散化为差分会带来稳定性与精度问

题.这一点对多维情况尤甚 .

将偏微分方程化简并不必对全部坐标都离散 . 例如,对二维扩散方程

5u
5t = a(

52u
5x 2 +

52u
5y 2 )　( 0 < x , y < 1, t > 0) , ( 1)

其中 a为正的常数 . 对函数 u= u( x , y , t )在 x , y 方向离散,为方便起见,设空间步长 $x= $y

= 1
M
, x i= i$x , y j= j $y ( i, j= 0, 1, ⋯,M ) .于是, 空间坐标离散化后导出常微分方程组为

duij

dt =
a

( $x ) 2{ ( u
i+ 1, j - 2u i, j + u i- 1, j ) + ( ui, j + 1 -

2u i, j + u i, j- 1 ) }　　　( i, j = 1, 2,⋯,M - 1) . ( 2)

　　先推导最简单的 FT CS 格式 . 其离散的时间可表为 tn= n$ t ( n= 0, 1,⋯) . 若取
du ij

dt
=

u
n+ 1
i, j - u

n
i, j

$ t , 则方程( 2)导出了熟知的对方程( 1)的有限差分 FT CS格式
〔1〕

u
n+ 1
i, j = u

n
i, j +

4a$t
( $x ) 2

u
n
i+ 1, j + u

n
i- 1, j + u

n
i, j + 1 + u

n
i, j - 1

4 - u
n
ij . ( 3)

其稳定性条件为 r= a$ t/ ( $x ) 2≤ 1
4
. 但随着方程维数的增加,稳定性条件也越加苛刻.若空间

维数为 p ,则稳定性条件为 r=
a$ t

( $x ) 2≤
1
2p

.
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　　但也可将方程( 2)写为

dui, j

dt
+

4a
( $x ) 2ui, j =

a
( $x ) 2{u i+ 1, j + u i- 1, j + u i, j+ 1 + u i, j- 1} ,

只要将在右端的 ui±1, j及 u i, j±1当成为 u
n
i±1, j及 u

n
i, j±1. 于是,单点子域精细积分给出 FT CS 积分

格式〔2〕为

u
n+ 1
i, j = [ un

i, j -
u
n
i+ 1, j + u

n
i- 1, j + u

n
i, j+ 1 + u

n
i, j- 1

4
] e

- 4a$ t/ ( $x )2

　　　 +

u
n
i+ 1, j + u

n
i- 1, j + u

n
i, j+ 1 + u

n
i, j- 1

4 . ( 4)

若令 K= exp ( - 4a$ t / ( $x ) 2 ) , 则格式 ( 4) 的传播因子为 G = K+
1
2
( 1 - K) ( cospP$x +

co sqP$y ) , 其中 p , q 为任意实参数 . 注意到 $t> 0, a> 0, 则 0< K≤1. 又ûcosqP$xû≤1, û
co sqP$yû≤1,于是ûGû≤1. 由V on Neumann法〔1〕, 知 FECS积分格式( 4)是无条件稳定的 .

下面进一步讲明格式( 3)与格式( 4)之间的关系 . 若令 F= 4a$ t/ ( $x ) 2 ,取近似式 K= e
- F

≈1- F代入格式( 4)便得格式( 3) ,稳定性条件就是 F≤1(即 r= a$ t / ( $x ) 2≤ 1
4
) .这样才能满

足 0≤K≤1. 因此,有限差分 FTCS 格式相应于近似式 K= 1- F, 正是它当 4a$t
( $x ) 2 > 1时引起了

数值不稳定,而这是不必要的 . 也许由于 K要作指数函数计算不方便,对此也可作有理式简

化.如 K= e
- F
=

1
e
F≈( 1+ F+ F2

2
)
- 1
等也能满足条件 0≤K≤1,从而保证了无条件稳定性,因此仍

比有限差分 FTCS 格式好 . 这个性质表明可以采用显式格式, 不同的 FTCS 格式之间仅有的

差别只在于参数 K,显式格式比隐式格式更方便有效〔3〕. 因此,本文只考虑显式格式 .

两个 FTCS 格式( 3)与( 4)皆为 $t 的一阶精度 . 因此还应寻求较好的格式 . 蛙跳格式具

有二阶精度 . 然而,差分蛙跳格式

u
n+ 1
i, j = u

n- 1
i, j +

2a$t
( $x ) 2{ ( u

n
i+ 1, j - 2un

i, j + u
n
i- 1, j ) + ( un

i, j + 1 - 2un
i, j + u

n
i, j - 1) } ( 5)

却是无条件不稳定的 . 而单点子域精细积分给出的蛙跳积分格式〔2〕为

u
n+ 1
i, j = [ u

n- 1
i, j -

u
n
i+ 1, j + u

n
i- 1, j + u

n
i, j + 1 + u

n
i, j - 1

4 ] e
-

8a$ t
( $x ) 2　　 +

1
4
( un

i+ 1, j + u
n
i- 1, j + u

n
i, j+ 1 + u

n
i, j- 1 ) . ( 6)

由于 0< K2= e
-

8a$t
( $x )2　　≤1, 因此用 Von Neumann法导出其稳定性条件为

1
2û( 1- K2 ) ( co spP$x+

co sqP$y ) û≤1- K2≤2总是成立的 . 所以蛙跳积分格式( 6)也是无条件稳定的 .

2 　蛙跳格式应用于二维对流扩散方程

下面,应用蛙跳格式于二维对流扩散方程

5u
5t = E( 5

2
u

5x 2 +
52u
5y 2 ) - a(

5u
5x +

5u
5y ) . ( 7)

将它离散化后可表为
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du i, j

dt
= C1 ( ui- 1, j + ui, j - 1) - 2C2ui, j + C3 ( ui+ 1, j + ui, j + 1) , ( 8)

其中 C1 , C2, C3为待定参数 .

方程( 7)有 3个显然的解为

u = x + y - 2at ,　　u = e
a( x + y) / E

,　　u = 常数. ( 9)

代入式( 8) ,可得方程组

　　C1 + C3 = C2,

- C1 ( $x i + $y j ) + C3( $x i+ 1 + $y j+ 1 ) = - 2a,

　 C1 ( e
-

a$x
i

E + e
-

a$y
j

E ) - 2C2 + C3( e
a$x

i+ 1
E + e

a$y
j+ 1
E ) = 0,

( 10)

其中 $x i+ 1= x i+ 1- x i, $x i= x i- x i- 1 , $y j+ 1= yj + 1- y j , $y j= y j- y j- 1 .若令 p i= a$x i/ E, p i+ 1

= a$x i+ 1/ E, Hi= a$y j / E, Hj + 1= a$y j+ 1 / E,以及

F i, j =
2 - e

- p
i - e

- H
i

$ ( x i + y j ) ,　　G i+ 1, j+ 1 =
e
p
i+ 1 + e

H
j+ 1 - 2

$ ( x i+ 1 + y j + 1) ,

Cd = a
G i+ 1, j+ 1 + F i, j

G i+ 1, j+ 1 - F i, j

则方程组( 10)的解为

C1 =
2a( e

p
i+ 1 + e

H
j+ 1 - 2)

$( x i+ 1 + yj + 1) ( e
- p

i + e
- H

j - 2) + $ ( x i + y j ) ( e
p
i+ 1 + e

H
j + 1 - 2)

=

　　
2aG i+ 1, j+ 1

( G i+ 1, j + 1 - F i, j ) $ ( x i + y j ) =
a + Cd

$( x i + y j ) ,

C3 = 2a( 2 - e
- p i - e

- Hj )
$( x i+ 1 + yj + 1) ( e

- p
i + e

- H
j - 2) + $ ( x i + y j ) ( e

p
i+ 1 + e

H
j + 1 - 2)

=

　　
2aF i, j

( G i+ 1, j + 1 - F i, j ) $ ( x i+ 1 + y j+ 1 )
=

- a + Cd

$( x i+ 1 + yj + 1)
,

C2 = C1 = C3.

( 11)

易证C1> C3> 0,因此可说式( 8)是上风格式 . 于是,二维对流扩散方程( 7)的单点子域精细积

分蛙跳格式为

u
n+ 1
i, j = e

- 4C
2
$ t õ u

n- 1
i, j +

( 1 - e
- 4C

2
$ t
)

2C2
{C1( un

i- 1, j + u
n
i, j- 1 ) +

C3( un
i+ 1, j + u

n
i, j+ 1 ) } . ( 12)

本文结论,可以容易地推广至更高维情况 .

3 　稳定性分析

下面应用 Von N eumann法研究蛙跳积分格式( 12)的稳定性 . 令 K~= e
- 4C

2
$t
,则 0< K~< 1,

且蛙跳格式( 12)成为

u
n+ 1
i, j = K~un- 1

i, j + 1 - K~
2C2

{C1 ( un
i- 1, j + u

n
i, j- 1 ) + C3( un

i+ 1, j + u
n
i, j + 1 ) } . ( 12′)

令 u
n
i, j= Q2exp( i( p x i+ qy j ) ) (其中 i= - 1) ,代入蛙跳格式( 12)′成为
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Q= K~Q- 1
+ ( 1 - K~) B, ( 13)

其中 B=
C1

2C2
( e

- i( p$x
i
)
+ e

- i( q$y
j
)
) +

C3

2C2
( e

i( p$x
i+ 1

)
+ e

i( q$y
j+ 1

)
) .因 C1> C3> 0, C2= C1+ C3 ,所以 B≤

C1+ C3

C2
= 1. 改写方程( 13)为

Q2 - ( 1 - K~) BQ- K~= 0. ( 13′)

由韦达定理, 设 Q1, Q2为二次方程( 13′)的两根,则

Q1 õQ2 = - K~,　　Q1 + Q2 = ( 1 - K~) B. ( 14)

令 Q1= r 1e
iH
, Q2= - r2e

- iH
, r 1> 0, r 2> 0, 则

r 1 õr 2 = K~, ( r 1 - r 2) cosH+ i( r1 + r 2) sinH= ( 1 - K~) B. ( 15)

由û式( 15) û2 ,得 r
2
1+ r

2
2- 2r 1r2cos2H= ( 1- K~) 2ûBû2, 再与式( 15)第 1式组合得

( r1 + r 2 )
2
= ( 1 - K~) 2ûBû2 + 2K~( 1 + co s2H) ≤
( 1 - K~) 2 + 4K~= ( 1 + K~) 2.

代入 r 2= K~/ r1 ,得( r1+
K~
r1
) 2≤( 1+ K~) 2 ,即( r

2
1+ K~) 2≤r

2
1 ( 1+ K~) 2 或[ r

2
1+ K~+ r1 ( 1+ K~) ] [ r21+ K- r 1

( 1+ K~) ]≤0.也即 r
2
1+ K~- r 1- r 1K~≤0,或( r1- K~) ( r1- 1)≤0. 所以, K~≤r 1≤1. 同理,可证 K≤r 2

≤1. 因此,蛙跳积分格式( 12)是无条件稳定的 . 然而蛙跳差分格式都是数值不稳定的 .

4 　相容性分析

熟知,在一般情况下,不存在无条件相容且无条件稳定的显式差分格式 . 因此, 我们必须

讨论精细积分格式的相容性,推导出相容性条件 .

(Ⅰ) FTCS 积分格式( 4) . 改写格式( 4)为

L
( 1)
h u

n
i, j ≡

u
n+ 1
i, j - u

n
i, j

$t +
1
$t ( u

n
i, j -

u
n
i+ 1, j + u

n
i- 1, j + u

n
i, j+ 1 + u

n
i, j- 1

4
) õ

( 1 - e
-

4a$ t
( $x) 2 ) , ( 4′)

并于( x i , y j , tn)处进行T aylo r 展开 . 下面为方便起见, 省略上下标 i , j , n可得

L
( 1)
h u

n
i, j =

5u
5t +

$t
2

52u
5t2 + ⋯ -

1
4$t { ( $x )

2
(
52u
5x 2 +

52u
5y 2 ) +

( $x ) 4

12
( 5

4
u

5x 4 +
54u
5y 4 ) + ⋯} õ ( 4a$ t

( $x ) 2
- ( 4a$ t ) 2

2( $x ) 4
+ ( 4a$ t ) 3

6( $x ) 6
+ ⋯) .

所以, FTCS 格式格式( 4)的局部截断误差为

R
( 1)
i, j =

$ t
2

52u
5t 2 +

a
2

6
$ t( 5

4
u

5x 4 +
54u
5y 4 ) -

a( $x ) 2

12
(
54u
5x 4 +

54u
5y 4 ) -

2
9
a
3
(
$t
$x )

2
(
54u
5x 4 +

54u
5y 4) +

2a2$ t
( $x ) 2 (

52u
5x 2 +

52u
5y 2 ) + ⋯ =

O ( $ t + ( $x ) 2 + (
$ t
$x )

2
+

$t
( $x ) 2 ) . ( 16)

　　(Ⅱ) 蛙跳积分格式( 6) . 改写格式( 6)为

L
( 2)
h u

n
i, j ≡

u
n+ 1
i, j - u

n- 1
i, j

2$t + 1
2$t {u

n- 1
i, j - 1

4
( un

i+ 1, j + u
n
i- 1, j +
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u
n
i, j + 1 + u

n
i, j - 1) } õ ( 1 - e

-
8a$ t
( $x) 2 ) , ( 6′)

将它在( x i, y j , tn )处进行 T ay lor 展开,可得

L
( 2)
h u

n
i, j ≡

5u
5t +

( $ t) 2

6
53u
5t3 + ⋯ +

1
2$ t{ - $t 5u5t +

( $ t) 2

2
52u
5t 2 ) + ⋯ -

( $x ) 2

4
( 5

2
u

5x 2 +
52u
5y 2 ) - ( $t ) 4

48
( 5

4
u

5x 4 +
54u
5y 4 ) - ⋯} õ ( 8a$ t

( $x ) 2
- ( 8a$t ) 2

2( $x ) 4
+ ( 8a$t ) 3

6( $x ) 6
+ ⋯) .

所以,蛙跳积分格式( 6)的局部截断误差为

R
( 2)
i, j = -

a
12( $ t)

2
(
54u
5x 4 +

54u
5y 4 ) +

a
2$ t
3 (

54u
5x 4 +

54u
5y 4 ) +

( $ t) 2

6 (
53u
5t3 ) +

2a( $ t$x )
2 52u
5t2

- 4a$t
( $x ) 2

5u
5t + a

2

4
$ t

( $x ) 2
( 5

2
u

5x 2 +
52u
5y 2 ) + ⋯ =

O( ( $t ) 2 + ( $x ) 2 + (
$ t
$x )

2 +
$ t

( $x ) 2 ) . ( 17)

　　(Ⅲ) 二维对流扩散方程的蛙跳积分格式( 12) . 为简便起见, 对 x 方向和 y 方向取等步

长, 即 $x = $x i+ 1 = $x i= $y = $y j+ 1 = $y j . 于是 p i= p i+ 1=
a$x
E , Hj = Hj + 1=

a$x
E , 且 F i, j =

1- e
-

a$x
E

$x , G i+ 1, j + 1=
e
a$x
E - 1
$x ,所以

Cd = a
e
a$x
E - e

-
a$x
E

e
a$x
E + e

-
a$x
E - 2

= a

2a$x
E + 1

3
( a$xE ) 3 + ⋯

(
a$x
E )

2
+

1
12

(
a$x
E )

4
+ ⋯

=
2E
$x õ

1 +
1
6
(
a$x
E ) 2 + ⋯

1 + 1
12

( a$xE ) 2 + ⋯
≈

2E
$x , C1 =

a + Cd

2$x ≈
a

2$x +
E

( $x ) 2 ,

C3 =
- a + Cd

2$x ≈
- a
2$x +

E
( $x ) 2 , C2 = C1 + C3≈

2E
( $x ) 2.

于是,蛙跳积分格式( 12)可改写为

L
( 3)
h u

n
i, j ≡

u
n+ 1
i, j - u

n- 1
i, j

2$ t +
1 - e- 4C

2
$ t

2$ t { u
n- 1
i, j -

C1

2C2
( u

n
i- 1, j + u

n
i, j- 1 ) -

C3

2C2
( un

i+ 1, j + u
n
i, j + 1) } . ( 12″)

上式于点( x i , yj , tn)处进行T aylo r 展开, 可得

L
( 3)
h u

n
i, j =

5u
5t +

( $ t) 2

6
53u
5t3 + ⋯ +

4C2$ t - 8C
2
2( $t ) 2 + ⋯

2$t .

{un
i, j - $ t 5u5t + 1

2
( $t ) 2 5

2
u

5t 2
+ ⋯ - 1

2C2
( a
2$x + E

( $x ) 2) ( u
n
i- 1, j +

u
n
i, j - 1) +

1
2C2

(
a

2$x -
E

( $x ) 2 ) ( u
n
i+ 1, j + u

n
i, j+ 1 ) } =

5u
5t +

( $ t) 2

6
53u
5t 3 + (

4E
( $x ) 2 -

16E2$ t
( $x ) 4 ) ( u

n
ij - $ t 5u5t +

1
2
( $t ) 2 5

2
u

5t 2 ) +
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( 1 - 4E $ t
( $x ) 2 )

a
2$x [ ( u

n
i+ 1, j - u

n
i- 1, j ) + ( un

i, j+ 1 - u
n
i, j- 1 ) ] -

( 1 - 4E $ t
( $x ) 2 )

E
( $x ) 2 ( u

n
i+ 1, j + u

n
i- 1, j + u

n
i, j+ 1 + u

n
i, j- 1 ) + ⋯ =

5u
5t +

( $t ) 2

6
53u
5t3 + (

4E
( $x ) 2 -

16E2$t
( $x ) 4 ) ( u - $ t 5u5t +

1
2
( $t ) 2 5

2
u

5t 2 ) + ⋯) +

( 1 - 4E $ t
( $x ) 2 ) a[

5u
5x +

5u
5y +

( $x ) 2

6
(
53u
5x 3 +

53u
5y 3 ) + ⋯] -

( 1 - 4E $t
( $x ) 2 )

E
( $x ) 2 [ 4u + ( $x ) 2( 5

2
u

5x 2 +
52u
5y 2 ) +

( $x ) 4

12
(
54u
5x 4 +

54u
5y 4 ) + ⋯ + ] + ⋯

于是,可得蛙跳积分格式( 12)的局部截断误差为

R
( 3)
i, j =

a
6 ( $x ) 2 ( 5

3
u

5x 3 +
53u
5y 3 ) -

E
12( $x )

2
(
54u
5x 4 +

54u
5y 4 ) -

2
3
aE$ t( 5

3
u

5x 3 +
53u
5y3

) + E2

3
$t ( 5

4
u

5x 4 +
54u
5y 4 ) + ( $ t ) 2

6
53u
5t 3

+

2E( $t$x )
2 52u
5t2

- 4E $t
( $x ) 2

5u
5t - 4Ea $ t

( $x ) 2
( 5u5x + 5u

5y ) +

4E2 $ t
( $x ) 2 (

52u
5x 2 +

52u
5y 2 ) + ⋯ =

O ( $t + ( $x ) 2 + ( $ t$x

2

+ $ t
( $x ) 2 ) . ( 18)

　 　综上所述,积分格式( 3) , ( 4)和( 12)的局部截断误差阶,都是 O ( $ t+ ( $x ) 2+ (
$ t
$x )

2+

$t
( $x ) 2)或 O( $t ) 2+ ( $x ) 2+ (

$ t
$x )

2
+

$ t
( $x ) 2 ) .由此可见,这些格式的相容性条件为

$t
( $x ) 2→0

(当 $x→0时) ,即 $t= O ( ( $x ) 2) .这一点在后面的数值例子也已有所反映 . 因此,为使显式

格式既相容又无条件稳定, 其代价也是高昂的 .

5 　数值试验

例 1　求解二维扩散方程初边值问题

5u
5t =

52u
5x 2 + +

52u
5y 2　( 0 < x , y < 1, t > 0) ,

u( x , y , 0) = sin( x + y )　( 0≤ x , y ≤ 1) ,

u( 0, y , t ) = e- 2tsiny , u( 1, y , t ) = e- 2tsin( 1 + y )　( 0≤ y ≤ 1, t≥ 0) ,

u( x , 0, t) = e- 2t sinx , u( x , 1, t) = e- 2tsin( x + 1)　( 0≤ x ≤ 1, t≥ 0) .

( 19)

其精确解为

u( x , y , t) = e- 2tsin( x + y ) . ( 20)

取$x= $y= 0. 1, $ t= 0. 000 25, 0. 002 50及0. 005 00, 此时r=
$ t

( $x ) 2=
$t

( $y ) 2相应地分别

为 0. 025, 0. 250及 0. 500. 采用单点子域精细积分蛙跳格式( 6)计算到 n= 500,并将计算结果

与精确解及差分蛙跳格式计算结果列表比较,如表 1所示 .
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表 1　蛙跳积分格式( 6)计算二维扩散方程初边值问题( 19)结果比较表( $x = $ y= 0. 1, n= 500) ¹

$ t ( x , y )
精确解
式( 20)

子域精细积分
蛙跳格式( 6)

差分蛙跳
格式( 5)

0. 000 25

( 0. 2, 0. 2)
( 0. 4, 0. 4)
( 0. 6, 0. 6)
( 0. 8, 0. 8)

0. 303 279 3
0. 558 677 5
0. 725 872 8
0. 778 468 7

0. 303 407 6
0. 559 002 6
0. 726 247 1
0. 778 674 0

溢

出

0. 002 50

( 0. 2, 0. 2)
( 0. 4, 0. 4)
( 0. 6, 0. 6)
( 0. 8, 0. 8)

0. 031 965 4
0. 058 884 2
0. 076 506 4
0. 082 050 0

0. 033 170 6
0. 061 956 9
0. 079 977 7
0. 083 874 9

溢

出

0. 005 00

( 0. 2, 0. 2)
( 0. 4, 0. 4)
( 0. 6, 0. 6)
( 0. 8, 0. 8)

0. 002 623 9
0. 004 833 5
0. 006 280 0
0. 006 735 1

0. 002 997 2
0. 005 789 0
0. 007 352 0
0. 007 287 8

溢

出

　　¹ 蛙跳格式是三层格式, 需先用其他方法计算第 1 层网络函数值 . 为方便计, 这里采用精确值计算

例 2　求解对流扩散方程初边值问题〔4〕

5u
5t = a

5u
5x + E( 5

2
u

5x 2 +
52u
5y 2)　( 0≤ x , y ≤ 2, t > 0) ,

u( x , y , 0) = exp{ -
( x - 0. 5) 2 + ( y - 0. 5) 2

E } .

( 21)

边界条件由式( 27)给出,其精确解为

u( x , y , t) = 1
4t + 1

exp{ - ( x - at - 0. 5)
2
+ ( y - at - 0. 5)

2

E( 4t + 1)
} . ( 22)

选取 E= 0. 01, a= - 0. 8,当 S= 0. 012 5, h= 0. 1时计算到 t= 1. 25, 数值结果如表 2所示 . 又

数值解的平均绝对误差为 0. 006 196 08,最大绝对误差为 0. 118 686 58. 数值结果表明,对流

扩散方程的蛙跳积分格式是有效的 .

表 2　用蛙跳积分格式( 12)计算二维对流扩散方程( 21)的结果比较表

(取 E= 0. 01, a= - 0. 8, h= 0. 1, S= 0. 012 5计算到 t= 1. 25 时的数据)

( x i, y i ) 精确解式( 22) 蛙跳格式式( 12)

( 0. 20, 0. 30) 0. 000 000 00 0. 000 000 00

( 0. 20, 0. 70) 0. 000 000 00 0. 000 000 00

( 0. 20, 1. 10) 0. 000 000 00 0. 000 000 00

( 0. 20, 1. 15) 0. 000 000 00 0. 000 000 00

( 0. 20, 1. 90) 0. 000 000 00 0. 000 000 00

( 0. 60, 0. 30) 0. 000 000 00 0. 000 000 00

( 0. 60, 0. 70) 0. 000 000 00 0. 000 008 02

( 0. 60, 1. 10) 0. 000 000 02 0. 000 167 70

( 0. 60, 1. 50) 0. 000 000 23 0. 000 327 51

( 0. 60, 1. 90) 0. 000 000 02 0. 000 140 51

( 1. 00, 0. 30) 0. 000 000 00 0. 000 000 07

( 1. 00, 0. 70) 0. 000 000 06 0. 000 402 02

( 1. 00, 1. 10) 0. 000 179 54 0. 008 310 56
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续表

( x i, y i ) 精确解式( 22) 蛙跳格式式( 12)

( 1. 00, 1. 50) 0. 002 583 97 0. 015 964 09

( 1. 00, 1. 90) 0. 000 179 54 0. 006 700 40

( 1. 40, 0. 30) 0. 000 000 00 0. 000 000 21

( 1. 40, 0. 70) 0. 000 003 29 0. 001 265 21

( 1. 40, 1. 10) 0. 09 802 75 0. 025 738 78

( 1. 40, 1. 50) 0. 141 080 27 0. 048 431 59

( 1. 40, 1. 90) 0. 009 802 75 0. 019 793 74

( 1. 80, 0. 30) 0. 000 000 00 0. 000 000 12

( 1. 80, 0. 70) 0. 000 000 87 0. 000 752 78

( 1. 80, 1. 10) 0. 002 583 98 0. 014 989 27

( 1. 80, 1. 50) 0. 037 188 38 0. 027 466 67

( 1. 80, 1. 90) 0. 002 583 98 0. 010 861 11
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A Steady Leapfrog Integration Scheme for Solving

Two-Dimensional Convection-Diffusion Equation

Zeng Wenping
( Dept . of Math . , Huaqiao Univ. , 362011, Qu anzhou)

Abstract 　 Fo r solving t wo-dimensional convection-diffusion equation, the autho r g ives here an explicit

leapfr og integ r ation scheme der iving fr om single-po int precise integ ration met hod. T he scheme is pr oved t o

be unconditionally st able. It s consistency is analysed and the condition of its consisteney is given. The scheme

is idicated by numerical ex ample to be effect ive .
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