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关于正定矩阵不等式的注记

宋　海　洲
(华侨大学数学系,泉州 362011)

摘要　正定厄米特矩阵行列式的一个不等式,对其进行推广. 得到正定矩阵行列式的两个不等式.
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文献〔1〕叙述了正定厄米特矩阵的一个重要性质
定理 1〔1〕　设A 1,A 2,⋯,A k 是 k 个 n 阶正定厄米特矩阵,则有

ûA 1 + A 2 + ⋯ + A k û
1
n ≥ ûA 1û

1
n + ûA 2û

1
n + ⋯ + ûA k û

1
n , (1)

且等号仅在A i 都是某个矩阵B 的倍式时成立. 这里, ûA iû是A i 的行列式 1郝稚传在其文献
〔2〕引伸这一性质. 他证明了下面的不等式:

定理 2〔2〕　设A i, B i,⋯, C i ( i= 1, 2,⋯, k )都是 n 阶正定厄米特矩阵, Α, Β,⋯, r 都是正实
数,且 Α+ Β+ ⋯+ r= 1,则
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王淑贵于文献〔3〕得到如下形式的推广:

定理 3　设A i,B i,⋯, C i ( i= 1, 2,⋯, k )都是 n 阶正定厄米特矩阵, Α, Β,⋯, r都是正实数,

且 Α+ Β+ ⋯+ r= p≥1,则
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本文削弱不等式 (3)的条件. 我们将不等式 (3)成立的条件,推广至 p≥
2
n
及A i,B i,⋯, C i ( i= 1,

2,⋯, k )之中都有一为实广义正定矩阵情形 1

1 　主要结果

定理 4　设A i,B i,⋯, C i ( i= 1, 2,⋯, k - 1)是 n 阶实对称正定矩阵,A k ,B k ,⋯, C k 都是 n 阶

实广义正定矩阵, Α, Β,⋯, r都是正实数,且 Α+ Β+ ⋯+ r= p≥
2
n

,则
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　　如果保留A i,B i,⋯, C i ( i= 1, 2,⋯, k )都是 n 阶正定厄米特矩阵,则有如下定理:

定理 5　设A i,B i,⋯, C i ( i= 1, 2,⋯, k )都是 n 阶正定厄米特矩阵, Α, Β,⋯, r都是正实数,

且 Α+ Β+ ⋯+ r= p≥
1
n

,则
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2 　一些引理

定义 1〔4〕　设A 是 n 阶实方阵,如果对于任何非零的 n 维实向量,都有 x′A x > 0,其中 x′

表示 x 的转置,则把A 称做实广义正定矩阵 1
引理 1〔4〕　设A 为 n 阶实方阵,则下列命题等价. (1) A 是实广义正定矩阵 1 (2) 对任意 n

阶实可逆矩阵 P , P′A P 为实广义正定矩阵 1
引理 2〔4〕　实广义正定矩阵的特征值的实部为正 1
引理 3〔5〕　设 a j > 0 (1≤j≤n+ 1) , r> 0, a

r
n+ 1≥a

r
1+ ⋯+ a

r
n ,则Π t≥r, 有 a

t
n+ 1≥a

t
1+ a

t
2+

⋯+ a
t
n1
引理 4〔6〕　设A 实广义正定矩阵,B 实对称正定矩阵,则Π t≥2ön , 有

ûA + B û t≥ ûA û t + ûB û t.

　　引理 5　设A 1,⋯,A k- 1实对称正定阵,A k 实广义正定矩阵, t≥2ön , 则

ûA 1 + ⋯ + A k û t≥ ûA 1û t + ⋯ + ûA k û t.

　　证明　容易由引理 4推得 1
引理 6　a , b∈ (0, 1) , Π t∈[ 0, 1 ],有 a

t
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引理 7　a , b∈ (0, 1) , Α, Β为正实数,则 a
Α
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证明　记 Α
Α+ Β= t,则 t∈[ 0, 1 ]1记 a

Α+ Β= x , b
Α+ Β= y ,则 x , y∈ (0, 1). 由引理 6得 x

t
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引理 8　a , b, ⋯, c∈ (0, 1) , Α, Β, ⋯, r 为正实数, 则 a
Α
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证明　记 c, b,⋯, c的元素个数为 n1 (1) 由引理 7知 n= 2时命题成立 1 (2) 设 n= k 命题

成立 1设 a , b,⋯, c, d 是属于 (0, 1)的 k+ 1个数, Α, Β,⋯, r, s为正实数 1记 p 1= Α+ ⋯+ r, p =

Α+ ⋯+ r+ s,则有 p 1+ s= p. 那么
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Α
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cp + +
s
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d p ,

故命题对 n= k+ 1也成立 1从而,命题对一切的 n 成立 1

3　定理的证明

定理 4的证明. 由引理 5知:
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(利用引理 8) =
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(由不等式 (6) ) = 1.

因此,定理 4成立 1
定理 5的证明. 利用定理 1及引理 3容易推得对 p≥n

- 1,有

2
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i= 1
ûA iû p ≤ û 2

k

i= 1
A iû p ,⋯, 2

k
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ûC iû p ≤ û 2
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再用证明定理 4的方法,即证得定理 5成立 1
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