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一类中立型泛函微分方程的概周期
解的存在唯一性与稳定性

王　全　义

(华侨大学数学系,泉州 362011)

摘要　研究一类具有无穷时滞的中立型泛函微分方程,其概周期解的存在性、唯一性与稳定性等

问题 . 利用指数型二分性及不动点方法, 得到一些关于该方程的概周期解的存在性、唯一性及稳

定性的新结果 .
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考虑如下的中立型 Vo lterr a积分微分方程

d
dt

( x( t ) -∫
t

- ∞
B( t , s) x( s) ds) = A( t ) x( t) +∫

t

- ∞
C( t , s) x( s) ds + f ( t) , ( 1)

其中 t∈R, x∈R
n ,而 A( t ) , B( t , s) , C( t , s)为 n×n 连续函数矩阵, f ( t )是 R到 R

n 上的连续函

数.文〔1〕在 B( t, s)≡0且 n= 1的情况下, 研究式( 1)的周期解的存在性问题 . 文〔2, 3〕在 B( t,

s )≡0的情况下, 研究式( 1)的概周期解的存在性问题 . 文〔4〕研究式( 1)的概周期解的存在

性、唯一性、稳定性等问题, 但它需要的条件为( H3)存在常数 m> 0,使得

�x( t ) � ≤ m�Dx t�　　( � t∈ R) ,

其中Dxt= x( t) -∫
t

- ∞
B( t , s) x( s) ds. 此条件既荷刻且又十分难以验证.因为在一般情况下, 此

条件是无法满足的,除非在 B( t , s)≡0的特殊情况下 . 例如, 非常简单的算子

Dx t = x( t ) -
1
2∫

t

- ∞
e- ( t- s)

x( s) ds,

都无法满足此条件的要求 . 事实上, 取x( t ) = sint ,于是 Dx t=
sint

2 -
cost

2 .当 t=
�
4时, Dx t= 0,

而 x( t ) = sin
�
4

=
2

2
.因此, 对于任意常数 m> 0, �x( t) �≤m�Dx t�不成立 . 本文也研究式

( 1)的概周期解的存在性、唯一性及稳定性等问题 . 利用指数型二分性及不动点方法,得到了

一些关于方程( 1)的概周期解的存在性、唯一性与稳定性的一些新结果 . 所得结果去掉了文

〔4〕中的难以验证的条件( H3 ) ,并且推广了文〔1〕中的有关结果 .
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1 　主要结果

对于方程( 1) ,假设下述条件:

( A 1) A( t )是 t的概周期函数矩阵. B( t, t+ s) , C( t, t+ s)关于 t对 s∈D 1( D 1 为 R中的任一

紧子集) ,是一致概周期函数矩阵. f ( t )是 t的概周期函数向量 .

( A 2 ) 概周期函数 b( t )的平均值

M [ b] � l im
t- s→+ ∞

1
t - s∫

t

s
b( r ) ds = - a < 0,

其中 b( t ) = max
1≤j≤n

{aj j ( t) + �
n

i= 1, i≠j
�aj j ( t) �} .

( A 3) 存在着常数 K 1, 0≤K 1< 1, 使得对� t∈R有∫
t

- ∞
‖B( t, s)‖ds ≤ K 1 且∫

t

- ∞
‖C( t,

s)‖ds有界 .

( A 4 ) 对�  > 0,存在着 L = L (  ) > 0,使得对� t∈R, 都有

∫
t- L

- ∞
‖B( t , s)‖ds <  , 　　∫

t- L

- ∞
‖C( t, s)‖ds <  .

　　( A 5 ) 存在着正常数 K >
1+ K 1

1- K 1
,使得对� t∈R,有

b( t ) + K∫
t

- ∞
‖G( t , s)‖ds≤ 0,

其中 b( t )由( A 2)中给出,而 G( t , s) = A( t ) B( t , s) + C( t , s) .记 BC( - ∞, t 0] = {!( t ) �!∶( - ∞,

t0 ]→R
n
有界连续} , 且对�!∈BC( - ∞, t0 ] , 定义它的范数为‖!‖= sup{‖!( t)‖∶t∈( -

∞, t0 ] } .方程( 1)的具有有界连续初始函数 !∈BC( - ∞, t 0]的解,将表示为 x( t, t 0, !)或 x( t,

!)或 x( t) (如果不会出现混淆的话) .

定义 1　方程( 1)的解 x( t, t 0, !1 )称为一致稳定的. 如果对�  > 0,  ∀= ∀(  ) > 0,使得对

� !2∈BC( - ∞, t 0] , 只要‖!1- !2‖< ∀,就有

‖x( t , t0 , !1 ) - x( t , t0 , !2 )‖ <  , 　　� t≥ t0 .

　　定理 1　对于方程( 1) ,如果条件( A 1)～( A 5 )成立, 则方程( 1)存在唯一的,一致稳定的概

周期解 .

推论 1　在定理 1的条件下,如果对� t , s∈R, A ( t+ T ) = A( t ) , f ( t+ T ) = f ( t) , C( t+ T , s

+ T ) = C( t , s) , B( t+ T , s+ T ) = B( t , s) ,这里 T> 0为常数 . 那么方程( 1)存在着唯一的、一致

稳定的 T -周期解 .

注 1　本文的这些条件是十分容易验证的,而且满足条件( A 4 )的算子 Dx t 未必能满足文

〔4〕中的条件( H3) (见前面所述的算子 Dxt ) .此外,本文对 A( t )的限制条件也明显比文〔4〕中的

条件弱 .

注 2　若在推论 1中取 B( t, s)≡0, K 1= 0, 则推论 1推广了定理 5〔1〕.

2 　一些引理

本节先给出一些有用的引理 . 考虑如下微分方程
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dx
dt

= A ( t) x, ( 2)

其中 t∈R, x∈R
n, A( t ) = ( aij ( t) ) n×n是 n×n连续函数矩阵 .

下列引理 1是引理 3. 1〔5〕,引理 3是引理 2. 5〔6〕.

引理 1
〔5〕　设 X( t )是方程( 2)的一个基本解方阵,则有

‖X ( t) X - 1 ( s)‖≤ ex p(∫
t

s
b( r ) dr )　　( t≥ s) , ( 3)

其中 b( t ) = max
1≤j≤n

{aj j ( t) + �
n

i= 1, i≠j
�aj j ( t) �} .

引理 2　设 n×n连续函数矩阵 C( t, s)满足条件( A 1) , ( A 3 ) ( A 4 )且 f 1 ( t)是 n维概周期函

数,则

f 2( t ) =∫
t

- ∞
C( t, s) f 1 ( s) ds, ( 4)

也是概周期函数 .

证明　首先证明 f 2 ( t)有定义 . 事实上,因为 f 1( t )是概周期函数,故存在正常数 M 1, 使得

‖f 1( t )‖≤ M 1 　　(� t∈ R) . ( 5)

又由条件( A 3 )知存在正常数 M 2, 使得

∫
t

- ∞
‖C( t, s)‖ds ≤ M2　　　 (� t∈ R) . ( 6)

从而

‖f 2 ( t)‖≤∫
t

- ∞
‖C( t , s)‖ �‖f 1( s)‖ds≤

M1∫
t

- ∞
‖C( t , s)‖ds≤ M 1M 2　　(� t∈ R) , ( 7)

即 f 2 ( t)有定义 . 由 C( t, s) , f 1( t )的连续性及条件( A 4)可知 f 2( t )也是连续函数 .

下面证明 f 2( t )是概周期函数 . 对�  > 0,由条件( A 4)知,存在着 L = L (  ) > 0,使得

∫
t- L

- ∞
‖C( t, s)‖ds <

 
6M 1
　　　( t∈ R) , ( 8)

即有

∫
- L

- ∞
‖C( t , t + u)‖du <

 
6M 1
　　　( t ∈R) . ( 9)

又由条件( A 1 )可知,对任给的实数列{ t′n} , 存在子序列{ t n}! { t′n} ,使得{C( t+ tn , t+ tn+ s) }在

R×[ - L , 0]上一致收敛且{ f 1( t+ tn) }在 R 上一致收敛. 因此, 对上述的  , 存在着自然数 N

= N (  )充分大.它使得当 m, n≥N 时,对� t∈R,� s∈[ - L , 0] ,有

‖C( t + tm, t + tm + s) - C( t + tn , t + tn + s)‖ <
 

6M 1L
, ( 10)

‖f 1( t + tm) - f 1 ( t + tn )‖ <
 

6M2
. ( 11)

于是由式( 6)～式( 11)得,当 m , n≥N 时,对� t∈R,有

‖f 2( t + tm) - f 2 ( t + tn )‖≤∫
t+ t

m
- L

- ∞
‖C( t + tm, s)‖ �‖f 1( s)‖ds +

‖∫
t+ t

m

t+ t
m

- L
C( t + tm, s) f 1( s) ds -∫

t+ t
n

t+ t
n

- L
C( t + tn, s) f 1( s) ds‖ +

∫
t+ t

n
- L

- ∞
‖C( t + tn, s)‖ �‖f 1 ( s)‖ds ≤
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M1 �  
6M1

+ ‖∫
0

- L
C( t + tm, t + tm + u) f 1 ( t + tm + u) du -

∫
0

- L
C( t + tn , t + tn + u) f 1( t + tn + u) du‖ + M1 �  

6M1
≤

 
3 +∫

0

- L
‖C( t + tm, t + tm + u) - C( t + t n, t + tn + u)‖ �‖f 1( t + tm + u)‖du +

∫
0

- L
‖C( t + tn , t + tn + u)‖ �‖f 1( t + tm + u) - f 1( t + t + u)‖du≤

 
3

+  
6M1L

�M 1L +  
6M 2
�M 2 <  .

因此, { f 2( t+ tn ) }在 R上一致收敛,即 f 2( t)是 t的概周期函数 . 引理 2证毕 .

引理 3
〔6〕　设 b( t )满足条件( A 2 ) ,则存在正常数 #, ∃使得

ex p(∫
t

s
b( r ) dr ) ≤ ∃ex p( - #( t - s) )　　　( t ≥ s) . ( 12)

　　考虑如下方程

dx
dt

= A( t ) x + g( t) , ( 13)

其中 t∈R, x∈R
n
,且 A( t )为 n×n概周期函数矩阵, g( t )为 n维概周期函数向量 .

引理 4　设 A( t )满足条件( A 2 ) ,则方程( 13)存在唯一的概周期解 x( t ) .它可表示为

x( t) =∫
t

- ∞
X( t ) X

- 1
( s) g( s) ds, ( 14)

其中X ( t )为方程( 2)的一个基本解方阵 .

证明　因为 A( t)满足条件( A 2 ) , 所以由引理 1, 3可知, 方程( 2)具有指数型二分性.又由

定理 7. 7〔7〕,即知引理 4的结论成立 . 引理 4证毕 .

3 　定理的证明

　　 (Ⅰ )定理1的证明. 记B1 = { u( t ) � u∶R→R
n
为概周期函数} , 则B1在范数‖u‖=

sup {‖u( t )‖∶t∈R}下是一个 Banach 空间.又记 G( t, s) = A ( t) B( t, s) + C( t , s) . 于是,由定

理的条件可知 G( t , s )具有 C( t, s) 的性质. 对� u∈B1, 由引理 2 可知∫
t

- ∞
B( t , s) u( s) ds 及

∫
t

- ∞
G( t, s) � u( s) ds 都是概周期函数. 从而由引理 4 可知∫

t

- ∞
X ( t ) � X - 1( s) [∫

r

- ∞
G( r ,

s) u( s) ds] dr 也是概周期函数.此处 X ( t )是方程( 2)的一个基本解方阵 . 因此

xu ( t) �∫
t

- ∞
B( t, s) u( s) ds +∫

t

- ∞
X ( t) X - 1( r ) [∫

r

- ∞
G( r , s) u( s) ds + f ( r) ] dr , ( 15)

也是概周期函数 .

现在,作映射 F∶B1→B1 为

Fu( t) = xu( t )　　 (� u∈ B1) . ( 16)

下面证明算子 F 在 B1 中是压缩的 . 事实上, 对� u1 , u2∈B1 ,由式( 15) , ( 16)和定理的条件及

引理 2,可得

‖Fu1 ( t) - Fu2( t )‖≤∫
t

- ∞
‖B( t, s)‖ �‖u1 ( s) - u2( s)‖ds +
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∫
t

- ∞
‖X ( t) �X- 1 ( r )‖ �[∫

r

- ∞
‖G( r , s)‖ �‖u1( s) - u2 ( s)‖ds] dr ≤

‖u1 - u2‖∫
t

- ∞
‖B( t, s)‖ds +∫

t

- ∞
ex p(∫

t

r
b( %) d%) [‖u1 - u2‖ �

∫
r

- ∞
‖G( r , s)‖ds] dr ≤

K 1‖u1 - u2‖ + ‖u1 - u2‖∫
t

- ∞
ex p(∫

t

r
b( %) d%) �( -

b( r )
K

) dr =

K 1‖u1 - u2‖ +
1
K
‖u1 - u2‖ = ( K 1 +

1
K

)‖u1 - u2‖. ( 17)

即有‖Fu1- Fu2‖≤( K 1+
1
K

)‖u1- u2‖.因为 K >
1+ K 1

1- K 1
,故 K 1+

1
K

< 1. 由此,可知算子 F

在 B1 中是压缩的 . 从而 F 在 B1 中存在唯一的不动点,即存在唯一的一点 x∈B1 使得

x( t) =∫
t

- ∞
B( t , s) x( s) ds +∫

t

- ∞
X ( t) X - 1 ( r) [∫

r

- ∞
G( r, s) x( s) ds + f ( r ) ] dr . ( 18)

移项得

x( t) -∫
t

- ∞
B( t , s) x( s) ds =∫

t

- ∞
X ( t) X

- 1
( r) [∫

r

- ∞
G( r, s) x( s) ds + f ( r ) ] dr . ( 19)

由上式的右边可知 ( x( t ) -∫
t

- ∞
B( t , s) x( s) ds) 是连续可微的,并且直接从式( 19)的两边对 t求

导即知 x( t)满足方程( 1) ,即 x( t )是方程( 1)的唯一概周期解 .

最后证明方程( 1)的任-解都是一致稳定的 . 先把方程( 1)写成如下形式:

d
dt
Dx t = A( t) Dx t +∫

t

- ∞
G( t , s) x( s) ds + f ( t) , ( 20)

其中 Dx t = x( t ) -∫
t

- ∞
B( t, s) x( s) ds, G( t, s) 如前所述 . 由常数变易法可知,对� t0≥0, !1, !2

∈BC( - ∞, t0 ] ,方程( 20)的解 x( t ) = x( t , t0, !1 )及 y( t ) = y ( t , t0 , !2 )可表示为

Dxt = X ( t ) X- 1 ( t0 )Dx t
0

+∫
t

t
0

X ( t) X - 1( r) [∫
r

- ∞
G( r , s) x( s) ds + f ( r ) ] dr　( t ≥ t 0) , ( 21)

Dyt = X ( t ) X- 1 ( t0 )Dy t
0

+∫
t

t
0

X ( t) X - 1( r ) [∫
r

- ∞
G( r , s) y ( s) ds + f ( r) ] dr　( t≥ t 0) , ( 22)

其中X ( t )为方程( 2)的一个基本解方阵 . 由式( 21) , ( 22)得

x( t , t0 , !1) = X ( t) X - 1( t 0)Dxt
0

+∫
t

- ∞
B( t, s) x( s) ds +∫

t

t
0

X ( t) X- 1 ( r) �

[∫
r

- ∞
G( r , s) x( s) ds + f ( r ) ] dr　　　( t≥ t0 ) , ( 23)

y( t , t0 , !2) = X ( t) X - 1( t 0)Dyt
0

+∫
t

- ∞
B( t, s) y ( s) ds +∫

t

t
0

X ( t) X - 1 ( r) �

[∫
r

- ∞
G( r , s) y( s) ds + f ( r ) ] dr　　　( t≥ t0 ) . ( 24)

于是对�  > 0,取 ∀=  
K

(这里 K 由条件( A 5 )给出) ,则当‖!1- !2‖< ∀时, 必有

‖x( t, t 0, !1 ) - y ( t, t0, !2 )‖ <  　　( t≥ t 0) . ( 25)
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否则的话,必存在 t 1> t 0,使得

‖x( t, t 0, !1) - y ( t, t 0, !2)‖ <  　　( t0 < t < t 1) , ( 26)

而

‖x( t1 , t0 , !1) - y( t1, t 0, !2 )‖ =  . ( 27)

于是由式( 23) , ( 24) , ( 26) , ( 27)可得

 = ‖x( t1 , t0 , !1 ) - y( t 1, t 0, !2)‖≤

‖X ( t 1) X
- 1

( t 0)‖ �‖Dx t
0 - Dy t

0‖ +∫
t
1

- ∞
‖B( t1 , s)‖ �‖x( s) - y( s)‖ds +

∫
t
1

t
0

‖X ( t1 ) X - 1( r ) [∫
r

- ∞
‖G( r, s)‖ �‖x( s) - y ( s)‖ds] dr ≤

ex p(∫
t
1

t
0

b( r) dr ) [‖x( t 0) - y( t 0)‖ +∫
t
0

- ∞
‖B( t0 , s)‖ �‖!1( s) -

!2( s)‖ds] +  K 1 +∫
t
1

t
0

exp(∫
t
1

r
b( %) d%) �[  ∫

r

- ∞
‖G( r , s)‖ds] dr ≤

ex p(∫
t
1

t
0

b( r) dr) ( ∀+ K 1∀) + K 1 +  ∫
t
1

t
0

exp(∫
t
1

r
b( %) d%) �( -

b( r )
K

) dr =

ex p(∫
t1

t
0

b( r) dr) �  
K

+ K 1(
 
K

+  ) +
 
K

[ 1 - ex p(∫
t1

t
0

b( r ) dr ) ] =

K 1 +
 K 1

K
+

 
K

=
( 1 + K 1)  

K
+ K 1 < ( 1 - K 1 )  + K 1 =  .

这就发生了矛盾 . 这个矛盾说明式( 25)成立,即方程( 1)的解是一致稳定的 . 定理 1证毕 .

(Ⅱ) 推论 1的证明.因为 A( t)是 t的 T -周期函数,故若 X ( t)是方程( 2)的一个基本解方

阵,则 X( t+ T )也是方程( 2)的一个基本解方阵.因此存在着n阶非奇异常数方阵D 1 ,使得X ( t

+ T ) = X ( t) D 1 ,从而

X ( t + T ) X
- 1

( r + T ) = X ( t) X
- 1

( r) . ( 28)

由推论的条件知,当 u( t )是 n维的连续 T -周期函数时,∫
t

- ∞
B( t, s) u( s) ds 和∫

t

- ∞
G( t , s) u( s) ds

也都是连续的 T -周期函数 . 利用式( 28) ,容易验证

xu( t ) =∫
t

- ∞
B( t , s) u( s) ds +∫

t

- ∞
X( t ) X - 1( r ) [∫

t

- ∞
G( r , s) u( s) ds + f ( r ) ] dr

也是连续的 T -周期函数 . 因此, 只须把定理 1证明中的空间 B1 换成空间 B2= {u( t) �u∶R→

R
n为连续的 T -周期函数} ,即知此时推论 1成立 . 推论 1证毕 .

4 　实例

考虑如下方程

d
dt

( x( t ) -
1
4∫

t

- ∞
es- t

x( s) ds) = - �sint�x( t ) +

1
8∫

t

- ∞
es- tsint �cos 2 t �x( s) ds + sin2t . ( 29)
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这里B ( t , s) = 1
4 e

s- t , A ( t ) = - �sint� , C( t, s) = 1
8 e

s- t. s int·cos 2 t, f ( t) = sin2t .从而

G( t , s) = A ( t) B ( t, s) + C( t , s) =

1
4

e
s- t�sint� +

1
8

e
s- t �sint �co s 2 t ,

∫
t

- ∞
�B ( t, s) �ds= 1

4
,∫

t

- ∞
�G ( t, s) �ds≤ 3�sint�

8
.

取 K 1=
1
4

, K =
8
3

>
1+ K 1

1- K 1
=

1+
1
4

1-
1
4

=
5
3

, b( t ) = - �sint� ,于是有

b( t ) + K∫
t

- ∞
�G( t , s) �ds≤ 0.

因此, 定理 1的所有条件都能满足.从而,由定理 1可知,方程( 29)存在唯一的、一致稳定的概

周期解.

注 3　显然,文〔4〕中的主要结果定理 3. 1, 它是无法判断方程( 29)的概周期解的存在性、

唯一性及稳定性.
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Existence and Uniqueness and Stability of Almost Periodic Solution

to a Class of Neutral Type of Functional Differential Equation

Wang Quanyi
( Dept . of M ath . , Huaqiao Univ. , 362011, Qu anz hou)

Abstract 　R egar ding t he almost per io dic solutio n to a class of neutr al ty pe o f funct ional differ ential equa-

tio ns, a st udy is made o n its ex istence and uniqueness and stability o f w hich so me new results ar e o bt ained by

applying ex po nent ial dicho tomy and fixed point met ho d.

Keywords 　neutr al t ype of funct ional differentia l equation, almo st per iodic solut ion, ex ist ence, uniqueness,

stability
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