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四阶杆振动方程的 tanh( x)辛格式

黄　浪　扬

(华侨大学数学系,泉州 362011)

摘要　考虑四阶杆振动方程的哈密顿方程组 . 利用 Hyperbo lic函数 t anh( x ) , 构造具周期边界条

件的四阶杆振动方程的具任意阶精度的有限维空间截断的辛离散, 最后给出数值例子 . 数值结果

表明, 单辛格式具有良好的长时间数值行为 .
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尽管Ham ilto n正则方程在由经典力学向量子力学的过渡过程中曾起过重要的桥梁作用,

尽管电磁场方程的 Ham il to n形式(连同 Lag rang e形式) 〔1〕很早就出现,但它们在经典物理、力

学及工程应用领域中并未受到足够的重视 . 自从冯康
〔2～4〕
开创计算 Hamilton 力学以来,数理

方程的 Ham ilton 表示日益引起人们的关注和兴趣 . 目前, T oda 格子方程、波动方程、可压缩

流动力学方程等一批方程的 Hamilton形式及其辛差分格式〔5～7〕已得到深入研究 . 本文考虑

下列四阶杆振动方程

u tt + uxxx x = 0,　0≤ x ≤ 2P, t≥ 0. ( 1)

其初始条件为

u( x , 0) = f ( x ) , ut( x , 0) = g( x ) ,　0≤ x ≤ 2P, ( 2)

且具周期边界条件

u( 0, t ) = u( 2P, t ) , t ≥ 0. ( 3)

其精确解为

u( x , t ) = sinx cos t　( 0≤ x ≤ 2P) . ( 4)

上述四阶杆振动方程( 1)可改写为无穷维 Hamilton 方程组 . 所以,自然要求用一种离散或半

离散方法来反映此性质 . 其基本思想是找到方程( 1)的一个有限维空间截断,使得半离散结果

成为一个有限维的 Hamilton 方程组 . 然后, 可以用时间方向的辛离散来积分此有限维的

Hamilton 方程组
〔8〕

. 本文的目的,在于给出基于方程( 1)的 Hamilton方程组及其辛格式 . 其

结构在节 1中,导出四阶杆振动方程( 1)的一种 Ham il to n方程组
〔9〕, 并利用 Hyperbolic 函数

tanh( x )来构造具任意阶精度的辛格式 . 在节 2中,对所给出的辛格式进行稳定性分析 . 最

后,在节 3中给出数值例子 .
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1 　四阶杆振动方程的Hamilton方程组及其辛格式

1. 1　四阶杆振动方程的 Hamilton 方程组

首先改写方程( 1)为 Ham ilton方程组,即

dz
dt

= J
- 1
H z, ( 5)

其中H am ilto n函数为 H =
1
2∫( v

2
x + u

2
x ) dx , 且

z =
u

v
, J- 1 = J′= - J =

0 - 1

1 0
, Hz =

DH
Du
DH
Dv

=
- uxx

- v xx

. ( 6)

方程组( 5)可改写为

dz
dt

= J
- 1
Az, ( 7)

其中

J
- 1
A =

　0 $
- $ 0

, A =
- $ 　0

　0 - $
,

且 $ 是 52

5x 2的中心差分算子 . 令 $ ( 2m)是
52

5x 2的 2m 阶中心差分算子,则

$ ( 2m) = ¨+ ¨- 2
m- 1

j = 0
( - 1) jBj (

$x 2¨+ ¨-

4
) j , ( 8)

其中Bj = [ ( j ! )
2
2

2j
] / [ ( 2j + 1) ! ( j + 1) ] ,¨+和¨- 分别是向前和向后差分算子. 记U= [ u1 , u2,

⋯, uN ] , V= [ v 1, v 2,⋯, vN ] ,则方程组( 7)成为

d
dt

U

V
=

0 M( 2, 2m)

- M( 2, 2m) 0

U

V
=
　M( 2, 2m ) V

- M( 2, 2m)U
, ( 9)

其中 I是 N×N 单位矩阵, M( 2, 2m )是相应于 $ ( 2m)的 N×N 矩阵.在空间方向方程组( 9)逼

近于方程组( 7)具O( $x 2m
)阶精度.实践中,常用二阶和四阶差分近似 . 令 $( 2)和$ ( 4)分别是

52

5x 2的二阶和四阶中心差分算子.在这两种情况下,有

$ ( 2) u j
i =

u
j
i+ 1 - 2uj

i + u
j
i- 1

$x 2 , ( 10)

$ ( 4) u
j
i =

- u
j
i+ 2 + 16uj

i+ 1 - 30uj
i + 16u j

i- 1 - u
j
i- 2

12$x 2 . ( 11)

可以用生成函数法来构造方程组( 7)的辛格式 . 这里,我们给出用 Hy perbolic函数 tanh( x )来

构造的辛格式 .

1. 2　Hyperbolic函数 tanh( x)的辛格式

现在,我们考虑线性 Ham ilton方程组

dz
dt = J

- 1
A( 2m) z , ( 12)

由 tanh( x )所生成的辛格式 . 其中 A( 2m )是逼近于矩阵 A具有 2m 阶精度的对称矩阵 . 在时
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间 t+ $ t及 t处方程( 12)具有精确解

z ( t + $ t) = e
$tJ - 1

A( 2m )
z ( t) .

因

z ( t + $t ) - z( t ) = ( e
$tJ- 1A( 2m )

- 1) z ( t) , z ( t + $ t) + z ( t) = ( e
$ tJ- 1A( 2m)

+ 1) z( t ) .

从而有

z ( t + $ t) - z ( t) = e
$ tJ- 1

A( 2m)
- 1

e
$ tJ- 1A( 2m)

+ 1
( z ( t + $ t) + z ( t) ) =

tanh(
$t
2
J

- 1
A( 2m) ) ( z ( t + $ t ) + z ( t ) ) , ( 13)

其中

tanh( x ) = x -
1
3 x

3
+

2
15x

5
-

17
315x

7
+ ⋯ = 2

∞

k= 1
a2k- 1x

2k- 1
,

a2k- 1 = 22k ( 22k - 1)
B2k

( 2k) !
, B2k 为 Bernoulli数. ( 14)

格式( 13)在时间方向具任意阶精度 . 然而若取 tanh( x )的 2s 阶截断误差表达式

tanh( 2s,
$ t
2
J

- 1
A( 2m ) ) = 2

s

k= 1
a2k- 1(

$ t
2
J

- 1
A( 2m) )

2k- 1
,

则可得精度为 O ( $ t2s+ $x 2m)的差分格式为

z n+ 1 - zn = tanh(
$ t
2
J

- 1
A( 2m ) ) ( z n+ 1 + zn ) ( 15)

现证明格式( 15)是辛格式 . 我们有下列两个引理〔2〕.

引理1　若 f ( x )是奇次多项式且L是无穷小辛矩阵,即L′J+ JL= 0,则 f ( L)也是无穷小

辛矩阵 .

引理 2　若 5 是无穷小辛矩阵, ûI+ 5 û≠0,则 F= ( I+ 5 ) - 1 ( I- 5 )也是一个辛矩阵 . 由

于方程组( 7)中的矩阵 A都是对称矩阵,令 L= J
- 1
A,则

L′J + JL = A′( J- 1 )′J + JJ
- 1
A = - A′+ A = 0

即矩阵 L= J
- 1
A( 2m)是无穷小辛矩阵;由引理 1知 5 = tanh( 2s,

$t
2 J

- 1
A( 2m ) )是无穷小辛矩

阵 . 从而由引理 2知, 格式( 15)是辛格式 . 于是有

定理 1　格式( 15)是辛的,且在时间方向具有 2s 阶精度, 在空间方向具有 2m 阶精度 . 下

面给出阶为 O( $t 2+ $x 2m)和O ( $ t4+ $x 2m)的两个格式:

zn+ 1 - z n =
$t
2 J

- 1
A( 2m) ( z n+ 1 + zn ) , ( 16)

z n+ 1 - z n = (
$ t
2 J

- 1
A( 2m ) - (

$ t
2 J

- 1
A( 2m) )

3
) ( zn+ 1 + z n) . ( 17)

注意到格式( 16)恰好是中心 Euler 格式 . 特别地, 当 m= 1时,它为下列格式

u
n+ 1 - 2un + u

n- 1

$t 2 = -
54
xu

n+ 1
+ 254xun

+ 54xun- 1

4$x 4 , ( 18)

其中 54xun
= u

n
i+ 2- 4u

n
i+ 1+ 6u

n
i- 4u

n
i- 1+ u

n
i- 2.
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2 　tanh( x)辛格式的稳定性分析

为研究 J
- 1
A( 2m)的特征值〔10〕, 需下列引理:

引理 3　令 A, B, C, D为 N×N 矩阵,若 AC= CA ,则有

det
KI - A - B

- C KI - D
= detûK2

I - K( A + D) + AD - CBû.

特别地,若矩阵 A, B, C, D 的特征值分别为 ai, bi, c i, d i ( i= 1,⋯, N ) ,则

detûK2
I - K( A + D) + AD - CBû= 0

n

i= 1
(K2

- ( ai + d i )K+ a id i - cibi) .

　　引理 4　若 J
- 1
A( 2m)的全部特征值为纯虚数,则格式( 15)是稳定的 .

由方程( 8)可知,矩阵M( 2, 2m )的特征值为

K( 2, 2m) k = -
1

4$x 2sin
2 kP

2N 2
m- 1

j= 0
Bj ( sin

2 kP
2N )

j
, k = 1, ⋯, N .

又由引理 3知,矩阵

J
- 1
A( 2m) =

0 M( 2, 2m)

- M( 2, 2m ) 0

的特征值±iûK( 2, 2m) kû全为纯虚数 . 于是,由引理 4可得

定理 2　格式( 15)是稳定的 .

3 　数值例子

本节,对四阶杆振动方程的周期边值问题( 1)～( 3) ,我们用 Euler 辛格式( 16) ( m= 1) (即

式( 18) )来数值离散方程( 1) . 由于 Euler 辛格式( 18)是三层隐格式, 所以初始层的值 U
0
和第

一层的值 U
1 必须是已知的. 为简便起见, 在三层格式中,初始层的网格函数值按初值计算, 第

一层的值也用精确值进行计算 . 取时间步长为 $t= (P/ 64)
2
,空间步长为 $x = P/ 64(即取 128

个配置点) . 并取初值 f ( x ) = sin( x ) , 且把数值结果与精确解 u( x , t ) = sinx cos t进行比较 . 积

分 10 000步后的数值解( U j )、精确解( U ( x j ) )和误差( U ( x j ) - U j )列于表 1( 0≤x≤8P/ 16, t=

10 000×( P/ 64) 2= 24. 096) .

表 1　Euler 辛格式( 18)与精确解在 t= 24. 096, 0≤x≤8P/ 16

( x j = j×$x , j = 1, 2,⋯, 128)时的数值比较结果

x j 精确解 数值解 误差

0 0 - 3. 752 9×10- 12 3. 752 9×10- 12

P/ 16 9. 925 8×10- 2 9. 844 3×10- 2 8. 155 9×10- 4

2P/ 16 1. 947 0×10- 1 1. 931 0×10- 1 1. 599 8×10- 3

3P/ 16 2. 826 6×10- 1 2. 803 4×10- 1 2. 322 6×10- 3

4P/ 16 3. 597 6×10- 1 3. 568 1×10- 1 2. 956 1×10- 3

5P/ 16 4. 230 4×10- 1 4. 195 6×10- 1 3. 476 0×10- 3

6P/ 16 4. 700 5×10- 1 4. 661 9×10- 1 3. 862 3×10- 3

7P/ 16 4. 990 1×10- 1 4. 949 1×10- 1 4. 100 2×10- 3

8P/ 16 5. 087 8×10- 1 5. 046 0×10- 1 4. 180 6×10- 3

　　数值结果表明,单辛格式具有良好的长时间数值行为,它们适合于长时间的数值计算 . 数
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值结果与理论分析相符合 .
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Symplectic Schemes of Four-Order Rod Vibration

Equation via Function tanh( x)

Huang Lang yang
( Dept . of M ath . , Huaqiao Univ. , 362011, Qu anz hou)

Abstract 　Ha miltonian schemes of fo ur-or der r od vibration equat ion are co nsider ed and hy per bolic funct ion

tanh ( x ) is applied. In relatio n to four -o rder ro d vibr ation equat ion with periodic bounda ry conditio n, sy m-

plectic discr etio n w it h accur acy of ar bitr ary o rder and finite dimensio nal spatial tr uncation is co nstr uct ed. N u-

merica l ex amples ar e given finally , the r esults of w hich sho w t hat the symplectic schemes have ex cellent

long-time numerical behavior .

Keywords 　fo ur-or der ro d v ibra tio n equa tio n, Hamiltonia n sy st em s, symplectic scheme
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