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元素判别值分配法在求解

TSP问题中的应用

张　银　明

(华侨大学信息科学与工程学院,泉州 362011)

摘要　针对旅行商( TSP )问题的求解, 研究出一种完全不同于现行方法的求解新途径. 该方法基于

元素判别值的分配,其值是一个元素可调配和被选择的权值,是经综合计算的.因此,可作为元素

调配或选择的依据. 使用它求解 TSP 问题时, 只需一次分配可获最方案,无需调整.
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运筹学中的调运问题、指派问题和T SP 问题的求解, 至今仍使用诸如单纯形法、最小元素

法、伏格尔概算法和分支定界法等方法.这些方法虽可行,但求过程麻烦复杂.目前最新的神经

网络或人工智能方法, 一般只能得到近似解,而且计算量大,不利于微机求解.但它们存在 3个

主要问题. ( 1) 一般不能一次调配成功, 得反复迭代. ( 2) 有时得进行退化处理. ( 3) 迭代过程

麻烦.使用元素判别值分配求解 T SP 问题, 只需一次分配便可获最优解. 因而,它是一种独特

的方法,具有明显创新性.

1 　元素判别值基本理论

假设一般运筹学的调运问题为如下归结:有m 个供应点A i, 各点可供应量为 G i; 有n个需

求点 B j ,其需求量为 Qj . 从 A i 调给 B j 的数量为 X ij ,单位运位 Cij , 且供需平衡.其中, i= 1, 2,

⋯, m, j = 1, 2,⋯, n.要求运费最小的调配方案,可归于线性规划问题.其数学模型为

minZ = 2
m

i= 1
2
n

j= 1
C ijX ij , ( 1)

2
m

i= 1
X ij = Qj　　j = 1, 2,⋯, n, ( 2)

2
n

j= 1
X ij = G i　　i = 1, 2,⋯, m, ( 3)

X ij ≥ 0, 　　2
m

i= 1
G i = 2

n

j= 1
Q j . ( 4)

它的初始调运平衡表, 如图 1所示.对此类问题,可使用元素判别值分配法求解.下面是它的有
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关概念简述.

图 1　运输一般问题的调配分配格式

定义 1　A i 调给 B j 的特定变量 X ij称为元素.

定义 2　凡能排列成 X ij , X i, j+ k, X i+ 1, j+ k , X i+ 1, j的元素集合,称为矩形回路. 其中

i = 1, 2,⋯, m,　　1 - i≤ 1≤= m - i ,　　l≠ 0,

j = 1, 2,⋯, n,　　1 - j ≤ k < n - j ,　　k ≤≠ 0.

　　定义 3　在一个以 X ij为顶点的矩形回路内,当调整一个单位运输量并以 X ij为调进对象

时,引起该回路运费增减的数量.这称为元素 X ij在此矩形回路的检验数,记作 $X ij .

定义4　元素X ij所有矩形回路的检验数小于 0的个数,称为元素X ij的判别值, 记作dX ij .

定义 5　按照元素判别值进行调运分配的求解方法,称为元素判别值分配法.

依据上述定义,在一个 m×n阶调运平衡表中,含有m×n个元素.每个元素以它为顶点的

矩形回路计有(m- 1) ( n- 1)个.元素 X ij的矩形回路检验数为

$X ij = C ij - C i, j+ k + C i+ 1, j+ k - C i+ 1, j . ( 5)

　　由于一个元素有(m- 1) ( n- 1)个矩形回路, 因而其判别值 dX ij∈[ 0, (m- 1) ( n- 1) ] . 基

于任一个元素的矩形回路都是有限的, 所以总可以找到某种顺序使 $X ij与 $X s ( s= 1, 2, ⋯,

( m- 1) ( n- 1) )相对应. 为此可约定, 元素 X ij的矩形回路按照自左向右, 由上而下的顺序确

定.不妨定义函数

f s ( x ) =
1　当 x < 0,

0　当 x > = 0.

则计算元素 X ij判别值的数学模型为

dX ij = 2
( m- 1) ( n- 1)

s= 1
f s ( $X ij ) =

2
( m- 1) ( n- 1)

s= 1
f s ( C ij - C i, j+ k + C i+ 1, j+ k - C i+ 1, j ) . ( 6)
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2 　TSP 的调配原则及求解算法

元素判别值分配法对调运问题、分派问题的调配基本原则, 已在文献〔1～3〕中进行过介

绍.这里只叙述 TSP 问题的求解调配原则.

2. 1　TSP的调配原则

原则 1　元素判别值越大,得到调配或选择的权限也越大.

原则 2　对称 TSP 问题的调配从第 1行开始,非对称 TSP 问题可按调配原则进行.

原则 3　T SP 问题的调配表的对角线上元素的 Cij值. 在计算元素判别值时, 由 0改为一

个足够大的 m 值(如可取 10×max( C ij ) , i= 1, 2,⋯, m, j = 1, 2,⋯, n) ,或可视作为∞.

原则 4　当某个元素 X ij得到调配或被选择后,它所在的 i 行和 j 列的其它元素不论判别

值多大,皆失去调配或被选择的权利.对于 T SP 问题,其对称点元素 X ij也不再具有调配权.

原则 5　若有多个元素的判别值相同,则 C ij小的先分配. 如果 C ij也相同,则按下标的顺序

进行调配或选择.

2. 2　TSP的调配步骤

根据上述原则,对一个对称 T SP 问题的求解可按下列算法进行. ( 1) 建立 T SP 问题初始

调配表,并将 C ij的值取为

C ij = 10× max ( C ij ) ,　　i = 1, 2,⋯, m,　j = 1, 2,⋯, n.

( 2) 按数学模型( 6)计算各元素的判别值 dX ij , 且填入各元素的左下角. ( 3) 根据 dX ij , 按分配

原则进行调配, 其过程可归结为 4点. ( a) 从第 1行找元素判别值最大的元素为初始旅行点,

设为 X 1j . 对该元素作选择标志,划去第 1行和第 1列,并将元素 X j1也划去. ( b) 置 j 0= j . ( c)

在第 j 0行具有调配权的元素中,选择元素判别值最大的元素 X j , j 1,则

dX j , j1 = max ( dX j1 , dX j2 ,⋯, dX j , j1 ,⋯, dX j n) .

对该元素作选择标志, 划去元素所在的行和列, 并将元素 X j 1, j也划去. ( d) 若尚未调配完,置 j 0

= j 1,重复执行( c) ;否则,调配结束. ( 4) 给出结果即旅行路线, 并计算旅行最小耗费(即旅费、

时间和距离等耗费中的一个) .现举例说明求解方法的具体过程.

例 1　参见文献〔4〕第二章例 2. 2,求解 5个城市的对称 TSP 问题.该题的初始调配表, 如

图 2所示.

使用元素判别值分配法求解. 该题 m= 5, n= 5,则每个元素有(m- 1) ( n- 1) = 16个矩形

回路,其判别值 dX ij∈[ 0, 16] . 按照元素判别值的数学模型( 6) ,对所有元素 X ij的判别值进行

计算,其结果为

dX 11= 0, dX 12= 7, dX 13= 11, dX 14= 10, dX 15= 9,

dX 21= 7, dX 22= 0, dX 23= 13, dX 24= 9, dX 25= 8,

dX 31= 11, dX 32= 13, dX 33= 0, dX 34= 7, dX 35= 9,

dX 41= 10, dX 42= 9, dX 43= 7, dX 44= 0, dX 45= 11,

dX 51= 9, dX 52= 8, dX 53= 9, dX 54= 11, dX 55= 0.

将这些元素判别值填入调配表各元素的左下方,如图 3所示.

进行元素判别值分配法的调配. ( 1) 第 1行中,判别值最大的元素为 X 13, 则 dX 13= 11. 于

是,选择 X 13为起始点.在第 1行和第 3列作标志* ( 1) (第一次选择) ,对 X 13及 X 31作相应标志
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图 2　对称 T SP 调配问题初始调配

图 3　对称 T SP 调配问题调配结果

∨及* . ( 2) j = 3, 则 j 0= j = 3.于是, 在第 3行选择具有调配权限, 且元素判别值最大的元素.

该元素为 X 32, 则 dX 32= 13. 在 X 32所在的行和列做标志* ( 2) , X 32和 X 23作相应标志∨和* .

( 3) j 1= 2,则 j 0= 2.于是, 在第 3行选择具有调配权限, 且元素判别值最大的元素.该元素为

X 24 ,则 dX 24= 9.虽 dX 23= 13,但该列已作标志,因而已失去选择权.余下的元素判别值最大的

为 X 24 ,必须选择该元素. 同样,对第 2行和第 4列作标志,且对 X 24和 X 42作相应标志. ( 4) j 1=

4, 则 j 0= 4.于是,在第 4行选择具有调配权限, 且元素判别值最大的元素. 该元素为 X 45, 则
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dX 45= 11.同样, 对第 4行和第 5列作标志,且对 X 45和X 54作相应标志.

至此, 调配已全部完成, 其结果便是最优解.该方案的旅行路线为 X 13→X 32→X 24→X 45→

X 51 .所对应的城市为 A→C→B→D→E .最后,必须由 E 回到出发的城市A . 其耗费为 15+ 8+

13+ 5+ 2= 43.使用闭合回路检验法,可以证明此解为最优解. 这里从略. 显然,这种求解方法

要比现行的其他方法简便得多.

例 2　非对称 TSP 问题的求解, 参见文献〔4〕第二章的禁忌搜索算法例 2. 2.该问题的初

始调配表形式, 如图 4所示.按照元素判别值数学模型, 计算各个元素的判别值, 填入图 4中.

相应的元素判别值为

dX 11 = 0,　　dX 12 = 6,　　dX 13 = 7, 　　dX 14 = 5,

dX 21 = 6,　　dX 22 = 0,　　dX 23 = 5, 　　dX 24 = 6,

dX 31 = 6,　　dX 32 = 5,　　dX 33 = 0, 　　dX 34 = 7,

dX 41 = 5,　　dX 42 = 7,　　dX 43 = 5, 　　dX 44 = 0.

第 1种求解方法是,按旅行问题的求解法求解. ( 1) 第 1行元素判别值最大为 dX 13= 7,其对应

图 4　非对称 TSP 问题调配结果

的元素是X 13. 对第 1行和第 3列作标志, 并给 X 13作选择标志,对 X 31作失去调配权利的标志.

( 2) j 0= j = 3,在第 3行具有调配权利的元素中,其最大的元素判别值是 7,相应元素为 X 34. 因

此,选 X 34, 对第 3 行和第 4列作标志, 且给 X 34作选择标志. 因 X 43处于失去调配权利的第 4

列,故可不必别作标志. ( 3) j 0= j= 4, 在第 4行具有调配权利的元素中,其最大的元素判别值

是 7, 相应元素为 X 42 .对第 4行和第 2列作标志, 且给 X 42作选择标志,对 X 24作失去调配权利

的标志. ( 4) 最后,必须由 B 回到出发点 A .故调配完成,所获得的解是最优解.其旅行路线为

X 13→X 34→X 42→X 21 .其对应的城市为 A→C→D→B→A , 全部耗费为 0. 5+ 1+ 1+ 1= 3. 5.

这与该书使用局部搜索算法,以及蒙特卡罗算法跳出局部最优解而得到的解一致.非对称

的 T SP 问题, 可作为调运问题的特例进行处理. 这就是说每个城市的“供应量”和“需求量”都
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等于 1,而供应点和需求点的个数相等. 其对角线上元素的耗费为 0,在求解中要转换为足够大

的正数 m,或视为∞.

第 2种求解方法是,按调运问题的求解法求解. 该题可按调运问题的方法求解, 则按照元

素判别值的大小进行调配. ( 1) 调配表中, 元素判别值最大为 7,则 3个元素 dX 13= dX 34= dX 42

= 7.因 X 13的耗费只为 0. 5,比其它两个都省. 于是,对 X 13进行调配, 且对 X 13所在的行和列作

标志. ( 2) 在余下未调配的、具有调配权的元素中, 元素判别值最大的有, dX 34= dX 42= 7.在这

两个元素的耗费皆为 1,可按元素下标的顺序进行选择.于是,可对X 34进行调配,且对X 34所在

的行和列作标志. ( 3) 在余下未调配的、具有调配权的元素中,元素判别值最大的为 dX 42= 7.

这元素只有 1个,于是对 X 42进行调配,对X 42所在的行和列作标志. ( 4) 在余下未调配的、具有

调配权的元素中,元素判别值最大的有dX 21= dX 24= 6.这两个元素的耗费皆为 1, 而X 21在X 24

的前面.于是,可对 X 21进行调配, 对 X 21所在的行和列作标志.至此, 全部调配完成,所得到调

配的元素有 X 13 , X 34 , X 42 , X 21 .其结果同第 1种解法相同, 仍然为最优解.

例 3　文献〔5〕中第七章第四节的货郎担问题.其具体数据,如图 5所示.元素判别值计算

取值,填入图 5的各个元素子左下方. Cii所取的 m值,在程序中为

m = 10× ( maxC ii) = 10× 7 = 70.

　　该题是非对称 TSP 问题,一般按元素判别值的调运求解.其本身是 TSP 问题,在调配过

程应采取消除子环的方法. ( 1) 元素判别值最大为 dX 34= 13,故 X 34= 1. 在第 3行和第4列,以

图 5　货郎担问题求解结果

及 X 43置上相应标志 . ( 2) 具有分配权、尚未分配的元素中, 其判别值最大的有 dX 12, dX 21,

dX 43, dX 45和 dX 51皆等于 12.因 X 21的旅费 C21= 1(小于 X 12)且先于其它元素,故给 X 21进行调

配,则得 X 21= 1.对第 2行,第 1列和 X 12作标志. ( 3) 因 dX 45= 12, 且 C45= 1, 故对 X 45进行调

配,则得 X 45= 1.在第4行,第 5列和X 54作标志. ( 4) 余下未分配且具有分配权的元素中,判别

值最大的为 dX 13= 11, 则X 13= 1.对第 1行,第 3列和 X 31作标志. ( 5) 现仅有 X 52有分配权, 且

196　　　　　　　　　　　　华 侨 大 学 学 报 (自 然 科 学 版 )　　　　　　　　　　　　2002年



dX 52= 9. 所以 X 52= 1,并对相应行列作标志.至此,求解完成, 结果如图 5所示. 最小旅费为 0

+ 1+ 1+ 1+ 6= 9,得到分配的元素有 X 13, X 34, X 45, X 52和 X 21 .其货郎的路线为 A 1→A 3→A 4→

A 5→A 2→A 1 .这个结果同原书答案一致,为最优解.

3 　结束语

使用元素判别值分配法求解 TSP 问题,具有明显的优越性. ( 1) 元素判别值的数学模型

简单,计算方便. ( 2) 求解方程和算法简便, 易于理解和掌握. ( 3) 一般问题只需一次分配可获

最优方案.这是现行方法所无法实现的.当然,尚有一些问题, 如城市数目成百个的问题需进一

步的研究和探讨. 该方法已编制成程序,可在微机上运行.其实现算法可参看文献〔2, 3〕.
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Application of the Allocation of Element Discrimination Value

to the Solution of Traveling Salesman Problem

Zhang Yinm ing

(C ol lege of Info. S ci. & Eng. , Huaqiao Univ. , 362011, Quanzhou )

Abstract 　For solving tra veling salesman problem ( T SP ) , a new method quit e differ ent from the one

commonly use is w orked out. T he method is based upon the allo cation of element discr imina tion value. The

value is a weighted value , o f which the element is allo cable and cho sen and is comprehensively computed.

Consequently , t his new method w ill ser ve as a basis for the a llocation and the ehoice o f element. In case the

method is used for so lving TSP , it needs only once allo cation t o g et optimal plan and needs no t any

adjustment.

Keywords　 trav eling salesman problem, a llocation o f element discrimination va lue, operational r esear ch,

tr anspor tat ion dispat ching
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