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考虑阻尼的变刚度薄壁杆件动力稳定

罗　漪　　王全凤

(华侨大学土木工程系,福建泉州 362011)

摘要　采用有限单元法, 研究有阻尼条件下, 受轴向周期性动力荷载作用的变刚度薄壁杆件动力

稳定问题.承受轴向周期性变化外荷载的薄壁杆件,其非线性几何刚度矩阵随着轴向外荷载的变

化而改变, 即本质为变刚度薄壁杆件的动力稳定性问题. 用有限单元法离散变刚度薄壁杆件,通过

公式变换, 将有阻尼条件下变刚度薄壁杆件的振动方程, 转化为 Mathieu 方程.同时应用 Mat lab

程序, 设计语言编制程序求解. 通过算例求得变刚度薄壁杆件可能发生的、相应于弯曲振动、扭转

与翘曲耦合振动的动力不稳定区域. 指出由于薄壁杆件的动力不稳定区域具有连续的激发区域,

阻尼的增加并不能绝对地抑制振幅无限增长.对薄壁杆件的共振, 以及动力不稳定的参数激发振

动进行分析比较, 指出它们表现形式虽然有相似之处, 却是完全不同的两种振动形式. 提出防止薄

壁杆件动力不稳定的发生, 比防止薄壁杆件的共振更复杂. 在许多情况下, 通用的减振和隔振方

法, 对于参数激发振动的动力不稳定是无效的.
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从工程观点考虑, 任何薄壁结构首先必须保证稳定性(指平衡状态或稳态运动在扰动作用

下的稳定性问题) , 然后才有可能讨论其在稳定的工作状态附近的振动特性. 结构的动力稳定

性,是结构动力学设计的 3个指标之一
〔1〕
.研究薄壁结构在动力荷载作用下的动力稳定性, 与

静力稳定性相比更具有普遍性. 考虑阻尼的变刚度薄壁杆件的动力稳定区域,与阻尼比的取值

有密切关系.当阻尼比增大到某一值时, 薄壁杆件不可能发生动力不稳定现象.该阻尼比经过

试算,大约为 0. 25. 而对于钢结构, 阻尼比通常取 0. 005～0. 050,而对于钢筋混凝土结构,阻尼

比约为 0. 05.阻尼比为 0. 25的薄壁结构, 在实际工程中几乎不存在的.因此,薄壁结构的动力

不稳定,即所谓的参数共振现象是普遍的、广泛的.本文提出用有限单元法,来求解动力稳定问

题.这是解决变截面薄壁杆件的有效方法.经典的 Bolot in 方法能求解特定的变截面薄壁杆

件,用的同样是数值近似方法, 求解过程过于繁复.有限单元法能够求解截面形式是线性变化

的、非线性变化的,或者是完全不规则的、随机变化的薄壁杆件动力稳定问题.只需调整动力稳

定区域求解程序中的有限单元模块,改动其中的单元离散化部分即可.求解过程中, 薄壁杆件

的静力屈曲极限荷载、自振频率,薄壁杆件在纵向力的定值分量作用下,其振动频率可同时求
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得.若要考虑薄杆件不同的静力屈曲形式、相应的动力振动形式,只需变换其中的薄壁单元模

块.薄壁杆件理论和有限单元方法是较成熟的理论, 结构动力稳定性也有人研究过.但是,研究

薄壁杆件的动力稳定性并不多见,给出定量的稳定性分析数据更为少见. 因此,本文的结果能

为薄壁杆件的动力稳定性理论, 提供一些有益的资料,这有助于薄壁结构的动力分析与设计.

1 　基本假定和物理模型

为便于研究, 我们作3点假定. ( 1) 材料符合虎克定律. ( 2) 不考虑纵向惯性力的影响. ( 3)

不考虑由于变刚度薄壁杆件的横断面,绕其本身主轴旋转而产生的惯性力.承受着轴向周期性

变化外荷载的薄壁杆件,其刚度是周期性变化的.线性应变刚度矩阵是固定的,而非线性几何

刚度矩阵则随着轴向外荷载的变化而改变〔2〕.因此, 在周期性变化参数荷载作用下, 薄壁杆件

振动的稳定性问题,本质上是变刚度薄壁杆件的动力稳定性问题. 在薄壁杆件上,施加一轴向

周期性变化的动力荷载.若荷载的振幅小于动力稳定临界值,则杆件会发生纵向振动;振动的

振幅很小,具有外力的频率.当扰动频率 �与变刚度薄壁杆件的横向固有振动频率 �之间的比
值为某一定值时,变刚度薄壁杆件的直线形式将变为动力不稳定的. 若发生横向参数共振, 其

振幅迅速地增加到很大的数值, 并发生动力失稳.

2 　数学模型

用有限单元法,研究有阻尼作用的变刚度薄壁杆件, 其在轴向周期性荷载作用下的动力稳

定性.有阻尼条件下薄壁杆件振动的矩阵形式, 用达朗贝尔原理表示为

Mx″+ Cx′+ Kx = 0, ( 1)

式中M 为整体质量矩阵, C为阻尼矩阵, K为整体刚度矩阵.令所受轴向周期性荷载 P= P0+

P tco s�t, 其中 �为外加周期性荷载的扰动频率. 将外加荷载的静力分量 P0 和动力振幅分量

P t ,分别表示成薄壁杆件静力屈曲极限荷载 P
* 的函数.也即 P=  P* + !P *

cos�t ,其中  为 0

～1之间的数, !为 0～2之间的数.

以外加轴向周期性荷载,实时修正薄壁杆件的非线性几何刚度矩阵,则式( 1)可写成

Mx″+ Cx′+ [ Ke - ( P *
+ !P*

cos�t ) KG ]Mx = 0. ( 2)

从式( 2)可以看出,薄壁杆件的刚度随着时间的变化而周期性改变.变换式( 2)为

x″+ M
- 1
Cx′+ M

- 1[ K e -  P *
KG - !P* cos�tKG ] x = 0,

x″+ M
- 1
Cx′+ M

- 1 ( Ke -  P*
KG ) �

[ I - 2×
1
2
× ( K e -  P *

KG ) - 1!P* cos�tKG ] x = 0. ( 3)

令 M
- 1
C = M

- 1( -′M + !-′K) = (  -+ !-K ) = 2∀,

M
- 1
( Ke -  P*

KG ) = # 2
,

1
2
�{K e -  P *

KG} - 1!P *
KG = ( 2Ke - 2 P*

KG ) - 1!P *
KG = ∃.

因此,式( 3)可化为

x″+ 2∀x′+ #2 ( I - 2∃cos�t) x = 0. ( 4)
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在式( 4)中, ∃称为参数激发系数. 按照形式 x i ( t) = u i( t)×v i ( t ) ,求解矩阵微分方程( 4) .其中

ui ( t)和 v i( t )为时间的未知函数, n为薄壁单元的单元数, i 为 0～n的数, 则有

x′i( t ) = u′i ( t) v i( t ) + u i( t ) v′i ( t) ,

x″i ( t) = u″i ( t) v i ( t) + 2u′i ( t) v′i( t ) + ui ( t) v″i( t ) .

代入方程( 4)中,可得

u″i ( t) v i( t ) + 2[ v′i( t ) + ∀i v i( t ) ] �u′i ( t) + u i( t ) v″i ( t) +

# 2
i ( 1 - 2∃icos�t ) [ u i( t ) v i( t ) ] + 2∀iui( t) v′i( t ) + u i( t ) v″i( t ) = 0.

在上式中,令 u′i ( t)的系数为零.可得两个微分方程,即

u″i ( t) v i( t ) + u i( t ) v″i( t ) + # 2
i ( 1 - 2∃icos�t) [ u i( t ) v i ( t) ] +

2∀iui ( t) v′i( t ) + ui ( t) v″i( t ) = 0

和

v′i ( t) + 2∀iv i( t ) = 0.

由第 2个方程式给出 v i ( t) = Ce
- ∀

i
t.代入第 1个方程, 并约去 Ce

- ∀
i
t.便可得到 Mathieu-Hill方

程式,即

u″i( t ) + # 2
i ( 1 -

∀2i
# 2

i
- 2∃icos�t) ui( t) = 0.

因此,式( 4)可表示为

x″+ # 2
( I - #- 2∀2 - 2∃cos�t ) x = 0. ( 8)

将式( 5)化为 Mathieu方程的形式,有

x″+ ( # 2 - ∀2) ( I - 2 ∃# 2

( # 2
- ∀2)

cos�t) x = 0. ( 6)

　　Mathieu 方程是一个具有周期 T =
2%
�, 2T =

4%
�的周期函数. 当 t 增加一个周期 T 或 2T

时,式( 6)的形式不变. 按形式

x i ( t) = &
∞

k= 1, 3, 5
aksin

k�t
2 + bkcos

k�t
2 ( 7)

寻求周期为 2T 的周期解.

将级数式( 7)代入式( 6)中,并令 sin
k�t
2
及 cos

k�t
2
的同类项系数相等, 可得到关于 ak 及 bk

的线性齐次代数方程组.前两个方程仅包含系数 ak,后两个方程仅包含系数 bk .则有

I +
∃# 2

( # 2
- ∀2) -

�2

4( #2
- ∀2) a1 -

∃# 2

# 2
- ∀2a3 = 0,

I -
k
2�2

4( #2
- ∀2 ) ak -

∃#2

( #2
- ∀2 ( a

k- 2 + ak+ 2 ) = 0,　　k = 3, 5, 7, ⋯,

I -
∃# 2

( # 2
- ∀2) -

�2

4( #2
- ∀2) b1 -

∃#2

( #2
- ∀2 ) b

3 = 0,

I -
k
2�2

4( #2
- ∀2 ) bk -

∃#2

( #2
- ∀2 ) ( b

k- 2 + bk+ 2 ) = 0,　　k = 3, 5, 7, ⋯.

　　对于 Mathieu方程( 6) ,周期解的存在条件是使得齐次方程组的行列式等于零. 将带±符

号的两个条件联合起来,可得到方程式为
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I ±
∃#2

( # 2
- ∀2 -

�2

4( # 2
- ∀2) -

∃#2

#2
- ∀2 0

-
∃#2

#2
- ∀2 I -

�2

4( # 2
- ∀2 ) -

∃# 2

( # 2
- ∀2 ⋯

0 -
∃#2

( #2
- ∀2 ) I -

25�2

4( #2
- ∀2 )

�

= 0. ( 8)

式( 8)包含着外荷载频率、薄壁杆件的固有频率和纵向力数值,称为临界频率方程式.临界频率

指对应于不稳定区域边界的外荷载频率 �. 从式( 8)可找出由周期 2T 的周期解所包围的不稳

定区域.用类似的方法,可得到由周期 T 的周期解所包围的不稳定区域.将级数

x i( t ) = bi0 + &
∞

k= 2, 4, 6
a ik sin

k�t
2

+ bikcos
k�t
2

( 9)

代入方程式( 6)中,可得到代数方程组为

I - �2

( # 2
- ∀2)

a2 - ∃# 2

( # 2
- ∀2)

a4 = 0,

I - k
2�2

4( #2
- ∀2 )

ak - ∃# 2

( #2
- ∀2)

( ak- 2 + ak+ 2) = 0,

b0I - ∃#2

#2 - ∀2b2 = 0,

I -
�2

( # 2 - ∀2) b2 -
∃#2

( #2 - ∀2 ) ( 2b0 + b4) = 0,

I -
k
2�2

4( #2 - ∀2 ) bk -
∃#2

( #2 - ∀2 ) ( bk- 2 + bk+ 2 ) = 0,　　k = 4, 6, 8, ⋯.

令这一齐次方程组的行列式等于零, 得到临界频率方程式为

I -
�2

4( #2 - ∀2 ) -
∃# 2

( # 2 - ∀2) 0

-
∃# 2

# 2 - ∀2 I -
�2

4( #2 - ∀2 ) -
∃# 2

#2 - ∀2 ⋯

0 -
∃# 2

# 2 - ∀2 I -
9�2

4( #2 - ∀2 )
�

= 0, ( 11)

I - ∃#2

#2
- ∀2

0

- 2∃# 2

#2
- ∀2

I - �2

4( # 2
- ∀2 )

- ∃# 2

( # 2
- ∀2)

⋯

0 - ∃#2

( #2 - ∀2 ) I - �2

4( #2 - ∀2 )

0 0 -
∃# 2

( # 2 - ∀2)
�

= 0. ( 12)

从式( 11)和( 12)中,可求得变刚度薄壁杆件的动力不稳定区域.

160　　　　　　　　　　　　华 侨 大 学 学 报 (自 然 科 学 版 )　　　　　　　　　　　　2002年



3 　算例

3. 1　开口截面薄壁杆件的动力不稳定区域
〔3〕

截面形式为工字形截面,约束条件为两端简支(图 1) , 图中 t 1= 11. 05 mm, b1= 203 mm, t 2

= 7. 24 mm , b2= 203 mm , h= 191. 95 mm. 另外结构的长度 L = 2 m. 材料的弹性模量 E= 0. 2

图 1　工字型截面图

TPa,剪切模量G= 80. 0 GPa, 泊松比∋= 0. 25.采

用瑞利( Rayleigh )阻尼, 即 C=  -M+ !-K .设阻尼

比为(i= (j= (, 则 -=
2w iw j

w i+ w j
(, !-= 2(

w i+ w j
.令  -=

0, 取 (= 0. 01及 (= 0. 05分别计算,并进行比较.

薄壁有限单元的选取,采用文献〔4〕推导的

14×14非线性薄壁开口截面有限单元. 除去轴向

变形部分,考虑相应于变刚度薄壁杆件的双向弯

曲、扭转和翘曲耦合变形的振动形式. 计算结果,

如表 1所示.

3. 2　算例分析

薄壁杆件动力不稳定的表现形式, 称为参数

振动
〔5〕
.表 1为用有限单元法算得的有阻尼情况下, 变刚度薄壁杆件的动力稳定区域表.它表

明了外加荷载的参数, 与薄壁杆件固有参数之间的关系.采用有限单元法,能求出任意尺寸的

变刚度薄壁杆件动力不稳定发生时, 其外荷载频率、外荷载的静力分量, 以及动力振幅分量.动

力不稳定区域的求解, 采用了比值的方法,即力的比值. 频率的比值、薄壁杆件的尺寸、长度和

两端的约束条件等自身性质的改变,不会影响动力不稳定区域的共性.由表 1可知, 有阻尼条

件时,变刚度薄壁杆件的动力稳定区域,比动力不稳定区域大得多, 且动力不稳定区域的宽度.

表 1　有阻尼变刚度薄壁杆件动力稳定边界

序　号
�
2# (

!
0 0. 2 0. 4 0. 6 0. 8 1. 0

第 1 上边界

文献〔6〕

本文

文献〔6〕

本文

0. 01

0. 01

0. 05

0. 05

- 1. 047 7 1. 094 9 1. 139 8 1. 182 9 1. 224 5

- 1. 043 0 1. 086 3 1. 127 5 1. 166 9 1. 204 5

1. 080 8 1. 130 4 1. 175 7 1. 218 6 1. 259 6 1. 299 2

1. 078 5 1. 121 1 1. 161 7 1. 200 7 1. 238 2 1. 274 3

第 1 下边界

文献〔6〕

本文

文献〔6〕

本文

0. 01

0. 01

0. 05

0. 05

- 0. 949 6 0. 894 9 0. 836 9 0. 774 8 0. 707 2

- 0. 948 9 0. 897 3 0. 841 8 0. 781 5 0. 715 4

- 0. 906 5 0. 843 9 0. 779 5 0. 710 7 0. 635 1

- 0. 874 1 0. 821 0 0. 762 9 0. 698 6 0. 626 0

第 2 上边界
本文

本文

0. 01

0. 05

- - 0. 498 7 0. 499 5 0. 499 7 0. 499 8

- - - - 0. 492 7 0. 496 1

第 2 下边界
本文

本文

0. 01

0. 05

- - 0. 480 9 0. 453 3 0. 412 6 0. 353 8

- - - - 0. 421 0 0. 359 0

它们是按第 1、第 2动力不稳定区域的顺序迅速地减小的. 具有最大宽度的是主要不稳定区

域.有阻尼条件时,变刚度薄壁杆件的动力不稳定区域的开始点,与纵坐标是有一定的间距的.
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阻尼的存在,使薄壁杆件在纵向力作用下,只有当激发系数大于某一最小值时,才丧失动力稳

定性. 即在参数激发振动时, 薄壁杆件仅可能在外界干扰力的动力振幅分量大于某一最小值

时,才丧失动力稳定性.对于同一薄壁杆件,用阻尼比为 0. 01与 0. 05两种情况分别计算.得到

的数据表明, 阻尼会影响激发系数的最小值,阻尼愈大,要求的激发系数最小值愈大.当阻尼比

取 0时(即无阻尼条件下) ,薄壁杆件的动力不稳定计算〔7〕. 当阻尼比增大到某一值时,薄壁杆

件不可能发生动力不稳定现象,第 1, 第 2动力不稳定区域同时消失.该阻尼比通过试算,大约

为 0. 25.薄壁杆件的动力不稳定现象,是普遍的、广泛的.

由表 1可知, 在阻尼情况下,薄壁杆件动力不稳定的激发系数,随着第 1、第 2动力不稳定

区域的逐渐增大而增大.这说明在有阻尼条件下,要激发薄壁杆件的第 2动力不稳定, 比第 1

动力不稳定所需的外加荷载的动力振幅分量要大.不稳定区域随着阻尼的增强有缩小的趋势,

而第 1动力不稳定区域总是占据参数平面相当大的部分.这说明第 1动力不稳定现象发生的

概率最高,危害最大. 随机抽取程序计算结果, 与文献〔3〕, 〔6〕相比,其精度好、效率高.当薄壁

杆件上作用的动力荷载的动力部分幅值为 0时,结构处在静力状态,外加荷载的扰动频率不起

作用. 该点为静力与动力的临界状态. 引起薄壁杆件动力不稳定的频率, 可以是 1. 000 0×2

倍, 0. 500 0×2倍和 0. 333 3×2倍的薄壁杆件振动频率.说明在外荷载的频率小于、等于或大

于结构的主要共振频率时, 薄壁杆件都有可能动力不稳定, 发生参数共振.这与薄壁杆件的强

迫共振是不同的.薄壁杆件强迫振动的共振,一般在结构的固有频率与激发频率相重合时发

生.由此可知,防止薄壁杆件动力不稳定的发生,比防止薄壁杆件共振的发生更复杂.

4 　结束语

本文采用有限单元法, 求得了变刚度薄壁杆件动力不稳定的临界情况的共性.对于同一动

力不稳定区域, 随着外荷载动力振幅分量的增加,动力荷载激发系数也增加, 薄壁杆件的动力

不稳定区域变宽了.说明当外加荷载的动力振幅分量较大时,非线性几何刚度矩阵较小,薄壁

杆件容易发生参数激发振动导致的失稳破坏.有阻尼条件下, 薄壁杆件的动力不稳定区域上边

界、下边界,随着外加荷载静力分量  的增大,有规律地微小变化、动力不稳定区域, 随着静力

分量的增加而变宽.当外加荷载的静力分量增加时, 薄壁杆件的刚度随之变化.线性应变刚度

矩阵虽然保持不变,非线性几何刚度矩阵在减小.外加荷载的静力分量,愈接近薄壁杆件静力

屈曲临界荷载, 愈容易发生横向的动力失稳.在外荷载的扰动频率小于、等于或大于结构的振

动频率时,薄壁杆件都有可能发生动力不稳定的参数激发振动.对无阻尼((= 0)和有阻尼两种

情况进行了比较.可以知道,由于薄壁杆件的动力不稳定区域具有连续的激发区域, 阻尼的增

加并不能绝对地抑制振幅无限增长.对变刚度薄壁杆件强迫共振与动力不稳定的参数振动进

行了比较. 从中可以知道,参数振动与强迫共振动虽然表现形式有相似之处, 却是完全不同的

两种振动形式.
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Dynamic Stability of Thin-Walled Member with Variable

Stiffness in Consideration of Damping

Luo Yi　　Wang Quanfeng

( Dept . of Civil Eng . , Huaqiao Univ. , 362011, Quanzh ou)

Abstract　Regarding to a thin-w alled member w ith variable stiffness, t he dynamic st ability is st udied by

finit e element met hod under the condition of bearing an ax ial periodic load and hav ing damping . The nonlinea r

geometr ic stiffness matr ix o f t his thin-walled member bearing axial and periodically changing ext ernal load

changes w ith the change of ax ial external load, so the pr oblem to be studied is essentially dynam ic stabilit y of

thin-w alled m ember w it h va riable stiffness. F inite element method is used for the discr etion of thin-walled

member w ith va riable st iffness. By fo rmula tr ansfo rma tion, the vibr ation equation o f thin-w alled member

w ith var iable stiffness in t he presence of damping w ill change into Mathieu equation, Matlab prog ramming

language is applied t o wo rk out pr og ram for so lv ing . By examples o f computation, the sit e o f dynamic

instability is solved to be occured po ssibly in the thin-walled member w it h variable stiffness co rr esponding t o

its fluxural vibr ation, to rsion w arping, and coupled v ibrat ion. T he autho r believes in that the incr ease of

damping can not com pletely inhibit the infinit e g r ow th o f amplit ude due to t he pr esence of continuous

excitation sit e in the r egion o f dynamic instability in this t hin-w alled member . By analy sing and comparing

paramet ric excitat ion vibr ations o f resonance and dynamic instabilit y, t he author believ es in that they ar e tw o

quit e different forms of vibrations despite sim ila r in fo rm of expr ession. To prevent the occurr ence o f dynamic

instability in this thin-wa lled mem ber is still more complex t han t o prevent resonance in it . T he general

methods to attenua te and to isolate v ibrat ion ar e ineffectiv e in many occasions.

Keywords　dynamic stabilit y, var iable stiffness, thin-w alled member, par ametr ic vibration
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