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线性积分微分方程的周期解的存在唯一性

王　全　义

(华侨大学数学系,泉州 362011)

摘要　给出一类具有时滞的线性积分方程和线性积分微分方程, 存在唯一的周期解的充分必要条

件. 后举两个例子说明 , Bur ton 提出的有关这两类线性方程的解的渐近稳定性的公开问题中的那

些条件, 不仅不能保证其解的渐近稳定性,而且也不能保证其解的稳定性 .
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1 　问题的提出

考虑具有时滞的纯量线性积分微分方程和线性积分方程:

x′( t) = p ( t ) -∫
t

t- T
C( t - s) x ( s) ds,　 C″( t ) > 0, ( 1)

x ( t ) = Ax ( t - h) + p ( t) -∫
t

t- T
C( t - s) x ( s) ds,　 C″( t) ≥ 0,　ûAû< 1, ( 2)

其中

p ( t + T ) = p ( t ) ,　　∫
T

0
p ( s) ds = 0, 　 h为一常数. ( 3)

在文〔1〕中, Bur ton给出了如下定理:

定理 I　方程( 1)及方程( 2)具有唯一的 T -周期解 .

在文〔2〕中,我们给出了两个反例,说明上述定理 I 的结论是不正确的 . 同时, 指出上述定

理 I 应改正为如下的两个定理之一 .

定理A　方程( 1)及方程( 2)至少存在一个 T-周期解 .

定理B　方程( 1)及方程( 2)存在唯一的具有平均值为零的 T -周期解 .

本文首先研究在什么条件下,方程( 1)及方程( 2)具有唯一的 T-周期解(当然这里不要求

此周期解的平均值等于零)这个问题 . 此外, Burton 在文〔1〕中还提出了如下的公开问题 .

问题 1
〔1〕
　当 p ( t )≡0时,我们的定理的结论能否改成渐近稳定 . 关于这个公开问题, 在

文〔2〕中, 我们已给出两个例子说明 Burton在这个问题中的条件, 并不能保证方程( 1)及方程
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( 2) (当 p ( t)≡0时) , 其解的渐近稳定性 . 从而,解决了 Burton 的这个公开问题 . 现在的问题

是, Burton 的公开问题中的条件能否保证方程( 1)及方程( 2) (当 p ( t )≡0 时) , 其解的稳定性

的问题 . 这就是本文将要解决的第 2个问题 . 我们将在节 3中给出两个例子,说明 Burton 的

公开问题的条件, 也不能保证方程( 1)及方程( 2) (当 p ( t)≡0时)其解的稳定性 .

2 　存在唯一的周期解的充要条件

在本节, 我们将给出方程( 1)及方程( 2)存在唯一的 T -周期解的充要条件 . 考虑如下的具

有时滞的纯量线性方程

x′( t) = p ( t ) -∫
t

t- T
C( t - s) x ( s) ds,　 C″( t ) > 0, ( 4)

x ( t ) = Ax ( t - h) + p ( t) -∫
t

t- T
C( t - s) x ( s) ds,　 C″( t) ≥ 0,　ûAû< 1, ( 5)

其中 p ( t )为连续的 T -周期函数, h是一常数 . 首先假设下列条件为

a >∫
T

0
C( s) ds ≠ 0, ( 6)

b > A-∫
T

0
C( s) ds ≠ 1. ( 7)

先证下面引理:

引理 1　设 f ( t)是连续的 T -周期解函数,则对任意的 S∈R ,有

∫
T

0
f ( t + S) dt =∫

T

0
f ( t ) dt .

　　证明　因为

∫
T

0
f ( t + S) dt

u = t + S

∫
T+ S

S
f ( u) du =∫

T

S
f ( u) du +∫

T+ S

T
f ( u) du,

而 ∫
T+ S

T
f ( u) du

u = t + r

∫
S

0
f ( T + r ) dr =∫

S

0
f ( r) dr =∫

S

0
f ( u) du.

上述两式结合起来,即得

∫
T

0
f ( t + S) dS=∫

T

0
f ( u) du =∫

T

0
f ( t) dt.

　　定理 1　方程( 4)存在唯一的 T -周期解的充要条件是式( 6)成立 .

证明　先证必要性 . 假设方程( 4)存在唯一的T -周期解 x 0 ( t) . 如果 a =∫
T

0
C( s) ds = 0 ,则

对于任意的常数C≠0, 容易验证x 1 ( t ) = x 0 ( t ) + C必是方程( 4)的T -周期解 .显然x 1 ( t )≠

x 0 ( t) , 从而与方程( 4)具有唯一的 T-周期解的假设相矛盾 . 因此必有 a =∫
T

0
C( s) ds≠ 0 .

再证充分性 . 由于a =∫
T

0
C( s) ds≠ 0, 故可令 x 0=

p 0

a
,这里 p 0=

1
T∫

T

0
p ( s) ds .作变量替换

x= y + x 0 ,于是方程( 4)可化为

y′( t) = p 1( t ) -∫
t

t- T
C( t - s) y ( s) ds, ( 8)

其中 p 1( t) = p ( t ) - p 0.显然有
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∫
T

0
p 1 ( s) ds = 0.

由于方程( 8)满足文〔2〕中定理 B的所有条件,因此方程( 8)存在唯一的具有平均值为零的 T -

周期解 y 0 ( t) . 于是 y 0( t)必是方程( 8)的唯一的 T -周期解 . 因为否则的话,可设方程( 8)存在

另一个 T -周期解 y 1( t ) , y 1( t ) ¢ y 0 ( t) . 由文〔2〕中定理 B可知必有

d 1 > 1
T∫

T

0
y 1( s) ds≠ 0.

把 y 1( t )代入方程( 8) ,由方程两边从 0积分到 T ,并且由引理 1,我们得

0 =∫
T

0
y
′
1( t ) dt =∫

T

0
p 1 ( t) dt -∫

T

0∫
T

t- T
C( t - s) y 1 ( s) ds dt =

-∫
T

0∫
t

t- T
C( t - s) y 1 ( s) ds dt

u = t - s

-∫
T

0
[∫

T

0
C( u) y 1( t - u) du] dt =

-∫
T

0
C( u) [∫

T

0
y 1 ( t - u) dt] du = - d1T∫

T

0
C( u) du = - ad1T ≠ 0,

这就发生了矛盾 . 因此方程( 8)的T -周期解是唯一的,从而方程( 4)的 T -周期解是唯一的 . 定

理 1证毕 .

定理 2　方程( 5)存在唯一的 T -周期解的充要条件是式( 7)成立 .

证明　先证必要性 . 假设方程( 5)存在唯一的 T -周期解 x 0 ( t) . 如果 b= A-∫
t

t- T
C( s) ds =

1 ,则对任意的常数 C≠0,容易验证 x 1 ( t) = x 0 ( t) + C也是方程( 5)的 T-周期解 . 由于 x 1( t )≠

x 0 ( t) , 这就发生了矛盾 . 因此必有 b= A-∫
T

0
C( s) ds≠ 1 .

再证充分性 . 由于 b= A-∫
T

0
C( s) ds ≠ 1 , 所以我们可令 x 0 =

p 0

1- b
, 这里 p 0 =

1
T∫

T

0
p ( s) ds . 作变量替换 x = y + x 0 ,于是方程( 5)可化为 y ( t) + x 0= A[ y ( t- h) + x 0] + p ( t )

-∫
t

t- T
C( t - s) [ y ( s) + x 0 ] ds .所以, y ( t) = Ay ( t- h) + (A- 1) x 0+ p ( t) -∫

t

t- T
C( t - s) y ( s) ds

+ ( b- A) x 0. 即

y ( t) = Ay ( t - h) + p 1( t ) -∫
t

t- T
C( t - s) y ( s) ds, ( 9)

这里 p 1 ( t ) = p ( t ) - p 0 .显然有
1
T∫

T

0
p 1( s) ds = 0 . 由于方程( 9)满足文〔2〕中定理 B的所有条

件,因此方程( 9)存在唯一的具有平均值为零的 T -周期解 y 2( t ) . 于是 y 2( t)必是方程( 9)的唯

一的T -周期解 . 因为否则的话,可设方程( 9)存在另一个 T -周期解 y 3 ( t) , y 3( t ) ¢ y 2( t ) . 于是

由文〔2〕中的定理 B可知, 必有 d3> 1
T∫

T

0
y 3( t ) dt≠ 0 . 把 y 3 ( t)代入方程( 9) , 由方程的两边同

时从 0积分到 T , 并且根据引理 1,我们有

d3T =∫
T

0
y 3 ( t) dt = A∫

T

0
y3 ( t - h) dt +∫

T

0
p 1( t ) dt -∫

T

0
[∫

t

t- T
C( t - s) y 3( s) ds] dt =

Ad3T + 0 -∫
T

0
[∫

t

t- T
C( t - s) y 3 ( s) ds] dt

u = t - s
Ad3T -∫

T

0
[∫

T

0
C( u) y 3( t - u) du] dt =
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Ad3T -∫
T

0
C( u) [∫

T

0
y 3 ( t - u) dt] du = Ad3T - d3T∫

T

0
C( u) du = bd3T ,

即有( b- 1) d3T = 0.由于 d3T≠0, 因此 b= 1,这与式( 7)相矛盾 . 这个矛盾说明方程( 9)的 T -

周期解是唯一的, 从而方程( 5)的 T -周期解是唯一的 . 定理 2证毕 .

注 1　在定理 1及定理 2中,并不需要假设 p ( t )的平均值等于零 .

3 　线性方程解的稳定性问题

在本节, 我们将给出两个例子说明Burton的公开问题的条件也不能保证线性方程的解的

稳定性 . 考虑下列具有滞量的纯量线性方程

x′( t ) = -∫
t

t- T
C( t - s) x ( s) ds,　 C″( t) > 0, ( 10)

x ( t) = Ax ( t - h) -∫
t

t- T
C( t - s) x ( s) ds,　　C″( t ) ≥ 0, ûAû< 1, h 为一常数, ( 11)

这里T > 0, h> 0. 记 T 1= max{T , h} .又设 t 0≥0, 并记 CB1= {U( t ) ûU∶[ t 0- T , t 0]→R 有界

且连续} , CB2= { U( t ) ûU∶[ t 0- T 1 , t 0]→R 有界且连续} .方程( 10)满足初始条件 x ( s) = U( s) ,
s∈[ t 0- T , t 0 ] (这里U∈CB1 )的解记为x ( t , t 0 , U) , t≥t 0≥0.方程 ( 11)满足初始条件x ( s) =

U( s) , s∈[ t0- T 1, t 0] (这里 U∈CB2 )的解记为 x ( t, t 0, U) , t≥t0≥0.

定义 1〔3〕　方程( 10)的解 x ( t , t0 , U)被称为不稳定的 . 如果存在 E0> 0, 不论 D> 0选得多

么小,总有 7 ∈CB 1满足ûU( s) - 7 ( s) û< D, s∈[ t0- T , t0 ] ,以及 t1> t0 ,使得

ûx ( t1 , t0, U) - x ( t1, t 0, 7 ) û= E0 ,
其中 x ( t, t 0, 7 )也是方程( 10)的解 .

定义 2　方程( 11)的解 x ( t , t0 , U)被称为不稳定的 . 如果存在 E0> 0, 不论 D> 0选得多么

小,总有 7 ∈CB2 满足ûU( s) - 7 ( s) û< D, s∈[ t0- T 1, t 0] ,以及 t 1> t 0, 使得

ûx ( t1 , t0, U) - x ( t1, t 0, 7 ) û= E0 ,
其中 x ( t, t 0, 7 )也是方程( 11)的解 .

例 1　考虑如下的线性积分微分方程

x′( t) = -∫
t

t- 2P
[ et- s -

1 + 2P
1 - e- 2P] x ( s) ds. ( 12)

这是具有 T = 2P, C( t ) = e
t
-

1+ 2P
1- e

- 2P的方程( 10) . 下面将证明方程( 12)的任一解都是不稳定

的 . 事实上,直接验证可知, 方程( 12)具有一个解 x ( t , t0 , U1) = ae
t, t≥t0≥0. 这里, U1 ( s) = ae

s ,

s∈[ t 0- 2P, t0 ] , 而 a为任意常数 . 设 x ( t, t0 , U)是方程( 12)的任意一个解, U∈CB1 . 由于方程

( 12)是齐次线性方程, 因此 y ( t , t0 , U2) = x ( t , t 0, U) + x ( t , t0 , U1)是方程( 12)满足初始条件 U2 ( s)
= U( s) + U1 ( s) = U( s) + ae

s, s∈[ t 0- 2P, t 0] (因为 U∈CB1 ,所以 U2∈CB1 )的解 . 因此,对 E0= 1,

无论 D> 0多么小,可取 a=
De- t

0

2
.于是ûU( s) - U2 ( s) û= ûaesû= D

2
es- t0< D, s∈[ t0- 2P, t 0] . 但

是,当 t1= t0+ ln
2
D时,有

ûx ( t1 , t0 , U) - y ( t1, t 0, U2 ) û= ûaet
1û= 1 = E0 .

因此方程( 12)的解 x ( t , t0 , U)是不稳定的 . 由于 x ( t, t 0, U)是方程( 12)的任意一个解 . 因此方

114　　　　　　　　　　　　华 侨 大 学 学 报 (自 然 科 学 版 )　　　　　　　　　　　　2002年



程( 12)的任一解都是不稳定的 .

例 2　考虑具有时滞的纯量线性积分方程

x ( t) =
1
2
x ( t - 1) -∫

t

t- 1
[ et- s -

4 - e- 1

2( 1 - e- 1)
] x ( s) ds. ( 13)

这是具有 A= 1
2
, T = h= 1且 C( t ) = et-

4- e- 1

2( 1- e- 1)
的方程( 11) . 下面将证明方程( 13)的任一

解都是不稳定的 . 事实上,直接验证可知, 方程( 13)具有一个解 x ( t , t0 , U1) = ae
t
, t≥t 0≥0, 其

中 U1( s) = ae
s
, s∈[ t 0- 1, t0 ] ,而 a为任意常数 . 设 x ( t , t0 , U)是方程( 13)的任一解 . 由于方程

( 13)是齐次线性方程, 因此 y ( t , t0 , U2 ) = x ( t, t 0, U) + x ( t, t 0, U1 )是方程( 13)满足初始条件

U2 ( s) = U( s) + U1( s) = U( s) + aes, s∈ [ t 0 - 1, t 0]

的解(显然 U2∈CB2 ) .于是,对 E0= 1,不论 D> 0多么小,取 a=
De- t

0

2 , 则有

ûU( s) - U2( s) û= ûaesû= D
2
es- t

0 < D,　 s ∈ [ t0 - 1, t0 ] .

然而,当 t 1= t 0+ ln
2
D时,有

ûx ( t1 , t0 , U) - y ( t 1, t 0, U2) û= ûaet
1û= D

2
et

1
- t

0 = 1 = E0 .

这说明方程( 13)的解 x ( t , t0 , U)是不稳定的 . 由于 x ( t , t0 , U)是方程( 13)的任意一个解, 故方程

( 13)的任一解都是不稳定的 .

注 2　上述这两个例子说明 Burton的公开问题 1的条件, 不仅不能保证线性方程( 10)及

( 11)的解的渐近稳定性, 而且也不能保证其解的稳定性 . 至于方程( 10)及( 11)的解的稳定性

及渐近稳定性的条件是什么,我们正在研究之中,以后将另文发表 .
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Existence and Uniqueness of Periodic Solutions to

Linear Integrodifferential Equations

Wang Quanyi
( Dept . of Math . , Huaqiao Univ. , 362011, Qu anzhou)

Abstract 　Concerning the so lutions to a class of linear integ ral equations w ith time-lag and a class o f linea r

integ rodifferential equations, the aut ho r g iv es necessar y and sufficient conditions for the exist ence and the

uniqueness of per iodic so lutions to them, and exemplifies that t ho se conditions advanced by Bur ton in open

problem for the asymptot ic stability o f t heir solut ions no t only unable to pledge the asymptot ic stabilit y of

their solut ions but also unable to pledge the stability o f their solutions.

Keywords 　int egr odiffer ent ial equation, periodic solut ion, uniqueness, stability
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