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框架结构二阶位移实用计算

黄　庆　丰

(华侨大学土木工程系,泉州 362011)

摘要　基于框架结构剪切型变形的特点, 将框架结构等效为层间剪切模型, 导出一种框架结构二

阶效应的实用算法 . 算例表明其计算误差较小, 使用简便, 可满足工程设计计算的精度要求 . 该

法适用于钢筋混凝土高层框架结构和钢框架 .
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地震作用使高层结构的几何形状发生显著变化,二阶效应进一步加大结构变形,并降低结

构承载能力.同样在水平荷载作用下,结构变形的加大改变了结构的第一自振周期, 反过来又

影响结构所受的地震荷载大小和增加结构位移
〔1〕

. 因此,确定结构二阶位移的计算, 对结构设

计有十分重要意义 . 引起二阶位移可分为两部分. ( 1) 由结构竖向构件弦转角 H引起( P-$ 效

图 1　一端铰接一端刚接杆

应) . ( 2) 由构件的挠曲引起(梁-柱效应) .

本文讨论杆件二阶理论转角位移表达式
〔2〕

的含义,将框架结构等效为层间剪切模型,

推导出框架结构二阶层间位移的计算式 .

该方法应用简便,算例表明结果误差较小,

满足工程设计的精度要求 .

1 　二阶层间位移计算

如图 1所示, 根据文献〔2, 3〕方法, a端

铰支、b刚接杆件的挠曲微分方程为

EI y″= - Mab - V abx - Py , ( 1)

代入边界条件 x = 0, y= 0, y′= Ua, x= h, y= 0和杆端剪力弯矩关系式

- M ba - M ab + V abh = 0. ( 2)

可求得

Mab = AKUa, 　　M ba = BK Ua. ( 3)
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同理可知, b端铰支、a 端刚接杆的杆端弯矩 . 用叠加法可得到两端刚接杆弦转角为 H= Ua 的
杆件二阶理论转角位移(图 2) .其理论表达式为

M ba = M ab = - (A+ B) KH= - ( A+ B) K õ $
h

, ( 4)

式中 A= EsinE- E2
cosE

2( 1- cosE) - Ei sinE, B= E2
- EsinE

2( 1- cosE) - EsinE, E= h P / ( E I ) , H= $
h

.其中, A, B为二阶

转角位称方程中的系数.图 2中杆件两端刚接一阶分析转角位移方程中的系数分别为 2或 4.

图 2　两端刚接杆

　　由图 1及式( 4)推导过程可以发现,杆

端附加弯矩 P$ ( 1)没有被叠加,该式仅反杆

件挠曲二阶位移 . 式( 4)计算使杆端相对

位移较一阶分析增大 D, 则

$ = $ ( 1)
+ D.

杆端剪力为

V′ab = V′ba =
2( A+ B) K

h
2 õ $. ( 5)

　　图 2相应的一阶分析杆端剪力与杆端

相对位移关系为

V ab = V ba =
12K
h

2 $( 1) .

显然,式( 5)蕴涵了附加弯矩 PD, 有

V′ab = V′ba =
12K
h

2 $( 1)
+

PD
h

, ( 6)

[
2( A+ B) K

h
2 -

P
h

] õD=
2K
h

2 [ 6 - (A+ B) ] $ ( 1)
. ( 7)

令 K=
[ 6- (A+ B) ] K
(A+ B) K - Ph

,则

D= K$( 1)
, ( 8)

$ = ( 1 + K) $ ( 1)
. ( 9)

　　注　上标( 1)表示一阶分析值, 上标( 2)表示二阶分析值,下标 i表示对应结构第 i 层的取

值,下标 j 表示 i层第 j 柱的柱号 .

框架结构等效成的层间剪切模型,如图 3所示.设 i层一阶分析层间位移为 $ ( 1)
i ,抗推刚度

为 D i , i层第 j 柱抗推刚度为 D ij ,总的柱线刚度之和为K i, i 层第 j 柱线刚度为 K ij = D ij h
2
i / 12.

应用式( 4)的求 i层总的柱两端弯矩,则有

Mab, i = M ba, i = - 2
n

j= 1
[ (Aij + Bij ) K ij ] õ $i

h i
, ( 10)

Ki =
2 2

n

j = 1
[ 6 - ( Aij + Bij ) ] K ij

2 2
n

j= 1
(Aij + Bij ) K ij - P ih i

, ( 11)

$ i = $( 1)
i + Di = ( 1 + Ki ) $ ( 1)

i . ( 12)

在式( 10)～( 12)中, i层层间位移增大 Di .计算附加弯矩 P iDi 作用产生的附加剪力为
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图 3　框架结构层间剪切模型

V ab, i = V
( 1)
ab, i +

P iDi
hi

= ( D i + Ki õ
P i

h i
) $( 1 )

i , ( 13)

V ab, i = -
Mab, i + M ba, i

hi
= -

2M ab, i

hi
. ( 14)

式( 11) , ( 12)的 2
n

j= 1
( Aij + Bij ) K ij为计算挠曲二阶效应时的 i 层各柱折减线刚度和,则

D i = 2
n

j= 1
D ij ,

K i = 2
n

j= 1
K ij , Eij = hi P ij / ( EI ) ij = 12P ij / D ij hi ,

其中 h i 为 i层层高, P ij为作用于 i 层的竖向荷载 .

下面计算 P-$ 效应.式( 12)计算了构件挠曲引起二阶位移的相应附加弯矩P iDi ,故第 1次

P-$ 效应计算取 i层附加弯矩 2
n

j= 1
P ij$

( 1)
i = P i$

( 1)
i ,附加剪力( $V i) 1 为

( $V i) 1 =
P i$( 1)

i

hi
= -

$M ab, i + $M ba, i

h i
. ( 15)

由式( 10) , ( 15)可得

$M ab, i + $M ba, i = - 2 2
n

j= 1
[ ( Aij + Bij ) K ij ]

( D′i) 1

hi
, ( 16)

2 2
n

j= 1
[ (Aij + Bij ) K ij ]

( D′i ) 1

hi
= P i$ ( 1)

i . ( 17)

式( 17)与式( 10)两边相比, 得 i层层间位移增加( D′i) 1 为

( D′i) 1 = -
P i$ ( 1)

i

2M ba, i
. ( 18)

综合式( 13) , ( 14)和式( 18) ,可得

( D′i) 1 =
P i

D ih i - ( 1 - Ki ) P i
õ $( 1)

i .

令 qi=
P i

D ih i- ( 1- Ki ) P i
,则附加弯矩 P$

( 1)
i 作用下的 i层层间位移增大, 有
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( D′i) 1 = qi$
( 1)
i , ( 19)

式中 i 层层间位移增加( D′i) 1 . 将产生附加弯矩 P ( D′i) 1 的作用,引起层间位移再次增大( D′i) 2.

按上述相同步骤计算, 得

( D′i ) 2 = q
2
i$ ( 1)

i .

由此有一系列( D′i) n= q
2
i$ ( 1)

i ,而

$ ( 2)
i = [ $( 1)

i + ( D′i) 1 + ( D′i) 2 + ( D′i) 3 + ⋯] + Di , ( 20)

式中 括号内为系数 qi 的等比数列,系数 qi≥1结构整体 i 层必然弹性失稳 . 系数 qi< 1时式

( 17)收敛.即

$ ( 2)
i =

$ ( 1)
i

1 - qi
+ Di. ( 21)

　　一般情况下认为, P-$ 为移作用不会显著增加结构构件的挠曲变形 . 剪切模型 i层柱相

应于式( 9)和式( 11) ,有 Di= Ki$
( 1)
i . 故

$( 2)
i =

1 + Ki - Kiqi
1 - qi

õ $ ( 1)
i . ( 22)

令 Xi=
1+ Ki- Kiqi

1- qi
,有

$ ( 2)
i = Xi$ ( 1)

i . ( 23)

图 4　10层框架简图( m)

称 Xi 为二阶计算结构 i层的层间位移放

大系数, 而 1/ Xi 为结构 i层的抗推刚度

折减系数 .

2　 算例

如图 4所示, 其 10层钢筋混凝土框

架,其顶层重力荷载为 4. 78 Pa,标准层

为 5. 747 Pa, 一个开间宽度 9. 14 m. 一

阶分析位移层间位移及侧向层间抗推刚

度已算出,试计算该结构的二阶层间位

移
〔4〕

. 二阶层间位移结果, 如表 1所示 .

表中, hi 为各层层高, $ *
i 为文献所列的

计算值, Di 为本文与文献〔5〕计算结果的相对误差.

计算时考虑到结构截面沿高没有变化,同层各柱的系数 Aij + Bij差别不大, 直接以 i层总柱

线刚度计算系数 Ki 和 Xi 来求各层二阶层间位移. 过程从略.

表 1　一阶及二阶分析层间位移及其数据列表

层号 h i/ m P i/ mm D i/ kN·m- 1 $ ( 1)
i / mm $( 2)

i / mm $ *
i / mm Di/ ( % )

10 3. 657 801 10 242 13. 13 13. 47 13. 56 - 0. 6

9 3. 657 1 762 12 422 18. 69 19. 59 19. 51 0. 4

8 3. 657 2 723 16 010 19. 94 21. 11 20. 95 0. 7
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续表

层号 h i/ m P i/ mm D i/ kN·m- 1 $ ( 1)
i / mm $( 2)

i / mm $ *
i / mm Di/ ( % )

7 3. 657 3 684 17 176 23. 04 24. 76 24. 46 1. 2

6 3. 657 4 645 20 225 22. 83 24. 67 24. 36 1. 3

5 3. 657 5 607 22 271 23. 22 25. 28 24. 90 1. 5

4 3. 657 6 568 26 399 21. 29 23. 16 22. 88 1. 2

3 3. 657 7 529 27 082 22. 02 24. 20 23. 75 1. 9

2 3. 657 8 490 31 782 19. 51 21. 36 21. 01 1. 7

1 4. 572 9 451 32 593 19. 43 21. 01 20. 77 1. 1

3　 结束语

本文方法同时考虑了 P-$ 效应和梁-柱效应. 该法计算误差较小、结果安全, 适用于如框

架、钢框架、剪切型框-剪结构等剪切型交形结构 . 文中系数 qi= 1是 i 层二阶层间位移发散的

临界值.若只考虑 P-$ 效应,对应 i层竖向力的临界值 P i= D ihi ,结构不稳定时,二阶位移放大

系数≥2
〔5〕

. 必须指出的是,上述临界值系结构构件按弹性计算的结果, 实际结构可能在二阶

位移达到临界值之前已弹塑性失效 .
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Practical Calculation of Second-Order

Displacement of a Frame Structure

Huang Qingfeng
( Dept . of Civil Eng . , Huaqiao Univ. , 362011, Quanzh ou)

Abstract 　Based o n the char acter cstic o f shear defor matio n o f a fr ame str uct ur e, the author makes the fr ame

structur e equiv alent to an interlay er shear mo del, and der iv es a pra ct ical alg or ithm for seco nd-or der effect of

a fr ame stractur e. A s sho ws by ex ample o f calculat ion, it is a handy method with sma ll err or of calculatio n,

It can be met w ith the demand o f accur acy in calculatio n o f engineer ing desig n, It is suitable for use in hig h-

rise frame str uct ur e of r einfo rced co ncr ete and a lso steel fr ame.

Keywords 　hig h-r ise fr ame structure , shea r ty pe , seco nd-or der analy sis, member
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