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高阶 Schro�dinger方程的显式差分格式
单　双　荣

(华侨大学数学系,泉州 362011)

摘要　对高阶 Schr o�dinger 方程常规差分格式的稳定性进行论证,用加入耗散项的方程构造两种

不同的显式差分格式. 同时,对其稳定性作理论分析, 并用数值例子说明所作分析的正确性.
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高阶 Schro�ding er 方程在量子力学、非线性光学及流体力学中,有着广泛的应用. 最简单

的模型方程为 i
�u
�t + ( - 1)

m �2mu
�x 2m= 0

〔1〕
,即

�u
�t = i( - 1) m �2mu

�x 2m ,　　　i = - 1. ( 1)

为了寻求高稳定性的差分格式,文〔2～5〕利用在方程中加入耗散项的方法.即在方程( 1)的右

端加入耗散项 R ,使之成为

�u
�t = i( - 1)

m �2mu
�x 2m + R. ( 2)

通过适当地选取参数, 构造高稳定性或无条件稳定的差分格式. 本文对高阶 Schro�dinger 方程

蛙跳格式的稳定性进行了论证, 进而通过对加入耗散项的方程( 2)构造了不同的显式差分格

式,放宽了对 r 的要求.最后,用数值试验证明所作的理论分析是正确的.为了证明本文所给出

差分格式的稳定性, 需引用相关结论——文〔6〕的引理,即复系数二次方程 A�2
+ B�+ C= 0.

当�A �= �C�时,其两根按模≤1, 且无重根的充要条件为 A
-
B= B

-
C, �B �< 2�A � .

1 　常规差分格式

以下分别用 �, h 表示时间 t及空间方向 x 的步长,用 u
n
j 表示 u( j h, n�)的差分逼近.对于

方程( 1)的左端,用关于 t 的中心差商代替
�u
�t ,右端用关于 x 的 2m 阶中心差商

 2m
x u
h

2m 代替
�2mu
�x 2m.

于是,得到的蛙跳( Richardson)格式为

u
n+ 1
j - u

n- 1
j

2� = i( - 1)
m  2m

x u
n
j

h
2m , ( 3a)
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或

u
n+ 1
j = i( - 1) m2r 2m

x u
n
j + u

n- 1
j , ( 3b)

其中 r= �/ h2m为网格比.差分格式( 3)的截断误差为 O( �2+ h
2 ) .众所周知,关于差分格式( 3)的

稳定性有如定理 1的结论.

定理 1　当 r= 1/ 22m时, 蛙跳格式( 3)是稳定的.

证明　差分格式( 3)的特征方程为

f (!) = !2 - i2rs* !- 1 = 0, ( 4)

其中 s
*

= ( 4s
2
)
m
, s= sin

∀h
2 (下同) .因 A = 1, B= - i2rs

*
, C= - 1,易验证�A � = � C�= 1, A-B=

B
-
C= - i2r s

* .由�B �< 2�A � , 得 rs
* < 1, r·4m

s
2m< 1,当 r< 1/ 4m= 1/ 22m时恒成立. 即当 r< 1/

22m时,文〔5〕的引理条件满足. 定理得证.

2 　R为- i#h2m�
4m
u

�x4m
及其三层显格式

对于方程( 2) ,其左端用关于 t的中心差商代替
�u
�t ,右端用关于 x 的 2m 阶及 4m 阶中心差

分别代替
�2mu
�x 2m以及

�4mu
�x 4m,得到差分格式为

u
n+ 1
j - u

n- 1
j

2� = i( - 1) m  
2m
x u

n
j

h
2m - i#h2m  

4m
x u

n
j

h
4m , ( 5a)

或

u
n+ 1
j = i( - 1)

m
2r 2m

x u
n
j - i2#r 4m

x u
n
j + u

n- 1
j . ( 5b)

其局部截断误差为 O ( �2+ h
2) .

定理 2　当 r≤2/ 2
2m

, 1/ 2
2m+ 1

< #≤1/ 2
2m
时, 格式( 5a)稳定.

证明　格式( 5)的特征方程为

�2
+ i[ - 2r s

*
+ 2r#( s

*
)

2
]�- 1 = 0. ( 6)

因 A - 1= - C, B= i[ - 2rs
* + 2r#( s

* ) 2 ] ,则� A �= �C� = 1, A-B= B
-
C= B .引理的条件�B �< 2�

A �等价于
2r�s* - #( s* ) 2� < 2. ( 7)

当 0< #≤1/ 2
2m
时, s

*
- #( s

*
)

2
≥0.令 f ( s

*
) = s

*
- #( s

*
)

2
,则有

max f ( s
*

) = f (
1

2#) =
1

4#.

又因 0≤s
*

= ( 4s
2
)
m
=

1
2#≤4

m
, 即当 #> 1/ 2

2m+ 1
,或 0≤

1
4#<

1
2·2

2m- 1
= 2

2m- 1
.从而, 式( 7)可化

简为 r·2
2m- 1
≤1, 即 r≤2/ 2

2m
.由引理可知,定理的结论成立. 定理 2得证.

格式( 5)比蛙跳格式( 3)的稳定性限制放宽了一倍.

3 　R为 i#h2m
�2u
�x2及其三层显格式

对于方程( 2) ,其左端同样用关于 t的中心差商代替
�u
�t ,右端用关于 x 的中心差商和关于 t
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的中心差商分别代替
�2mu
�x 2m以及

�2u
�x 2 .可得到差分格式为

u
n+ 1
j - u

n- 1
j

2� = i( - 1) m  2m
x u

n
j

h
2m + i#h2m  2

t u
n
j

�2 , ( 8a)

或

u
n+ 1
j =

1
r - i2#[ i( - 1)

m
2r

2 2m
x u

n
j - i4#un

j + ( r + i2#) u
n- 1
j ] . ( 8b)

其局部截断误差为 O ( �2+ h
2) .

定理 3　当 #≥4m- 1·r
2 时, 格式( 8)稳定.

证明　格式( 8)的特征方程为

( r - i2#)�2
- i( 2r

2
s

*
- 4#)�- ( r + i2#) = 0. ( 9)

因为A = r- i2#, B= i ( 4#- 2r
2
s

*
) , C= - ( r+ i2#) ,所以�A �= �C� .又A

-
B- B

-
C= ( r- i2#)·

i ( 4#- 2r
2
s

*
) - i( 4#- 2r

2
s

*
)·( r- i2#) = 0,即 A

-
B= B

-
C. 而�B � < 2�A �等价于( 2#- r

2
s

*
)

2
<

r
2
+ 4#2

,即 s
*

( r
2
s

*
- 4#) < 1.令 r

2
s

*
- 4#≤0,因 s

*
= ( 4s

2
)
m
≤4

m
, 由此得 #≥4

m- 1
r

2
.由引理可

知,定理 3的结论成立.定理 3得证.

4 　数值例子

考虑下列周期初值问题

i
�u
�t +

�4u
�x 4 = 0,　　　x ∈ R , t > 0,

u( x , 0) =
5
2

2 ( 1 + i) sinx ,　　　x ∈R ,

u( x + 2∃, t) = u( x , t ) ,　　　x ∈ R , t≥ 0, ( 10)

其精确解u( x , t ) = 5ex p{ i ( t+
∃
4

) }·sinx .取 %x = ∃/ 10. 因格式( 2)为三层格式,除初始层网格

函数值为已知外,还需要用其它方法预先计算出第 1层网格上的函数值. 为简化计算,第 1层

网格函数值按精确值进行计算. 下面给出精度比较表,其值等于精确解的模减去差分格式解的

模的数值,计算结果如表 1所示.

表 1　精度比较表( n= 1 000)

格式 r #
x

∃/ 10 3∃/ 10 5∃/ 10
备　注

格

式

( 3)

1/ 16 - 7. 154 26×10- 6 1. 873 01×10- 5 2. 315 17×10- 5 r= 1/ 22m

1/ 32 - 2. 164 72×10- 6 5. 667 30×10- 6 7. 005 17×10- 6 r< 1/ 22m

1/ 15 - - 3. 364 53×10141 - 3. 364 53×10141 - 3. 364 53×10141 r> 1/ 22m

格

式

( 5)

1/ 8 1/ 16 1. 085 16×10- 5 2. 840 99×10- 5 3. 511 66×10- 5 r= 2/ 22m, #= 1/ 22m

1/ 8 1/ 32 1. 065 45×10- 5 2. 789 38×10- 5 3. 447 86×10- 5 #= 1/ 22m+ 1

1/ 8 1/ 24 1. 072 02×10- 5 2. 806 58×10- 5 3. 469 11×10- 5 1/ 22m+ 1< #< 1/ 22m

1/ 16 1/ 24 7. 324 96×10- 6 1. 917 70×10- 5 2. 370 41×10- 5 r< 2/ 22m

1/ 32 1/ 24 2. 216 01×10- 6 5. 801 58×10- 6 7. 171 14×10- 6 r< 2/ 22m

1/ 15 1/ 16 8. 126 82×10- 6 2. 127 63×10- 5 2. 629 90×10- 5 r< 2/ 22m
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附表

格式 r #
x

∃/ 10 3∃/ 10 5∃/ 10
备　注

格

式

( 5)

1/ 15 1/ 50 7. 935 64×10- 6 2. 077 58×10- 5 2. 568 03×10- 5 #< 1/ 22m+ 1

1/ 8 1/ 8 - 3. 855 88×10118 - 4. 601 15×10118 - 5. 821 07×10118 #> 1/ 22m

1/ 4 1/ 24 溢　出 溢　出 溢　出 r> 2/ 22m

格

式

( 8)

1/ 15 1/ 4 - 1. 195 25×10- 4 - 3. 129 21×10- 4 - 3. 867 92×10- 4 #> 4m- 1·r 2

1/ 15 1/ 500 - 1. 891 98×1027 - 1. 891 98×1027 - 1. 891 98×1027 #< 4m- 1·r 2

2 16 - 2. 231 88×10- 2 - 5. 843 13×10- 2 - 7. 222 50×10- 2 #= 4m- 1·r 2

2 20 - 1. 122 77×10- 2 - 2. 939 46×10- 2 - 3. 633 37×10- 2 #< 4m- 1·r 2

2 15 - 2. 059 59×10203 - 2. 059 59×10203 - 2. 059 59×10203 #> 4m- 1·r 2

　　计算结果表明,定理 1在 r= 1/ 2
2m
时是稳定的.此外,定理 2和定理 3关于 #的条件,也可

适当放宽.
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Explicit Difference Schemes for Solving

Higher-Order Schro�dinger Equation

Shan Shuangrong

( Dept . of M ath . , Huaqiao Univ. , 362011, Qu anz hou)

Abstract　A demo nst ration is made on the st ability o f t he conv entional differ ence schemes fo r solving higher -

or der Schr o�ding er equatio n, and tw o different explicit difference schemes ar e co nst ructed fo r solving equa-

tio ns w ith the additio n o f dissipation ter m. M o reo ver , theo retical analysis is made on their st ability ; and the

cor rectness of the analysis is ex plained by numerical ex amples.

Keywords　hig her -or der Schro�ding er equatio n, difference schemes, st ability
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