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二维抛物型方程精细积分法与差分法比较

曾　文　平

(华侨大学数学系,泉州 362011)

摘要　可用单内点子域精细积分法, 求解二维抛物型方程初值问题. 当单内点精细积分中的传递

函数即指数函数用 T a ylor 展开式的一阶近似来替代时,精细积分转化为差分方程.研究这一对应

关系, 使各种常见差分格式均找到对应的单点精细积分格式,并在单点精细积分的一般公式中获

得统一表达式.
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渗流、扩散和热传导等很多领域经常会遇到求解二维抛物型方程,通常用有限差分法求

解,有各种不同的差分格式〔1, 2〕. 文〔3〕对一维抛物型方程提出了精细时程积分法,该方法可以

用大步长,且十分精确.但是采用全域积分时,存储量和计算量都很大.文〔4〕提出了子域积分

方法. 文〔5, 6〕则进一步指出, 对一维抛物型方程和对流扩散方程,当内点数为 1, 且把指数函

数用其 T ay lor 展开式的一阶近似来替代时,各种差分格式可作为单点精细积分格式不同形式

的近似.本文将单内精细积分格式用于二维抛物型方程, 指出相应的差分格式也可视为单点精

细积分格式不同形式的近似.进而给出了不同差分格式在单点精细积分一般公式中的统一表

达,并作了比较研究.

1 　计算二维抛物型方程初值问题的精细积分法

考虑二维抛物型方程第一边值问题

�u
�t = a(

�2u
�x 2 +

�2u
�y 2) ,　　　a > 0常数, 0 < x , y < 1, t > 0, ( 1)

u( x , y , 0) = f ( x , y ) ,　　　0≤ x , y ≤ 1, ( 2)

u( 0, y , t) = g1 ( y , t) , u( 1, y , t) = g2 ( y , t) ,　　　0≤ y ≤ 1, t > 0, ( 3)

u( x , 0, t) = h1( x , t) , u( x , 1, t) = h2( x , t) , 　　　0≤ x ≤ 1, t > 0. ( 4)

对函数在 x , y 方向离散,从方便起见设步长 �x= �y =
1
M

, x i= i�x , y i = j �y , i, j = 0, 1, ⋯, M .

于是,得常微分方程组
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du i, j

dt
=

a
( �x ) 2{ ( ui+ 1, j - 2ui, j + ui- 1, j ) +

( ui, j + 1 - 2ui, j + ui, j - 1) } ,　　　i , j = 1, 2,⋯, M - 1, ( 5)

ui, j ( 0) = u
0
i, j = f ij , 　　　i, j = 0, 1,⋯, M , ( 6)

u0, j ( t ) = g 1( y j , t ) ,　 uM , j ( t) = g2 ( yj , t) ,　　　j = 0, 1,⋯, M , ( 7)

u i, 0( t ) = h1 ( x j , t) ,　 ui, M ( t) = h2( x i , t) ,　　　i = 0, 1,⋯, M . ( 8)

对式( 5)～( 8)中的 ui, j = u( x i , y i) ,用子域积分方法.子域积分法可以采用不同数量内点.以一

个内点为例, 对式( 5)进行移项, 得

dui, j

dt
+ 4a

( �x )
2ui, j = a

( �x )
2{u i+ 1, j + u i- 1, j + u i, j+ 1 + u i, j- 1} . ( 9)

其通解为

u i, j ( t) = e
-

4a

( �x)
2u

0
i, j + a

( �x )
2 �

∫
t

0
e

-
4a

( �x)
2 ( t- s)

{u i+ 1, j ( s) + u i- 1, j ( s) + u i, j+ 1 ( s) + u i, j- 1 ( s) } ds. ( 10)

　　对时间坐标离散化,步长为 � t, 第n 个离散点 t= tn= n� t上的 ui, j值用 u
n
i, j ( n= 0, 1, 2,⋯)

表示且有两种积分形式. ( a) 积分区间为[ t n, t n+ 1] , 则

u
n+ 1
i, j = e

- 4r
u

n
i, j +

a
( �x )

2 �

∫
t
n+ 1

t
n

e
- 4a

( �x ) 2
( t

n+ 1
- s)

{ui+ 1, j ( s) + u i- 1, j ( s) + u i, j+ 1 ( s) + u i, j- 1 ( s) } ds, ( 11)

其中 r= a
� t

( �x ) 2 = a
�t

( �y ) 2 . 假设 ui+ 1, j , ui- 1, j , ui, j + 1及 u i, j- 1分别用常数 u
*
i+ 1, j , u

*
i- 1, j , u

*
i, j + 1及

u
*
i, j - 1表示, 则式( 11)可用两层显式表示的单点子域积分为

u
n+ 1
i, j = e- 4r

u
n
i, j + 1

4
( 1 - e- 4r ) {u*

i+ 1, j + u
*
i- 1, j + u

*
i, j+ 1 + u

*
i, j- 1} . ( 12)

( b) 积分区间为[ tn- 1 , tn+ 1 ] ,则

u
n+ 1
i, j = e- 8r

u
n- 1
i, j +

a
( �x ) 2 �

∫
tn+ 1

t
n- 1

e
- 4a

( �x ) 2
( t

n+ 1
- s)

{ui+ 1, j ( s) + u i- 1, j ( s) + u i, j+ 1 ( s) + u i, j- 1 ( s) } ds. ( 13)

同样地,如果 u i+ 1, j , ui- 1, j , u i, j + 1及u i, j- 1分别用常数 u
*
i+ 1, j , u

*
i- 1, j , u

*
i, j+ 1及 u

*
i, j - 1表示, 则式( 13)可

用三层显式表示的单点子域积分为

u
n+ 1
i, j = e

- 8r
u
n- 1
i, j +

1
4 ( 1 - e

- 8r
) {u

*
i+ 1, j + u

*
i- 1, j + u

*
i, j + 1 + u

*
i, j - 1} . ( 14)

其中 u
*
l, k通常取 u

n
l,k , u

n+ 1
l, k 或

1
2

( u
n
l, k+ u

n+ 1
l, k ) , l= i+ 1, i- 1; k= j + 1, j - 1.可组成 u

*
i+ 1, j + u

*
i- 1, j +

u
*
i, j + 1 + u

*
i, j- 1的多种不同搭配, 本文仅取常用的 7种搭配形式. ( A ) u

*
i+ 1, j + u

*
i- 1, j = u

n
i+ 1, j +

u
n
i- 1, j , u

*
i, j+ 1 + u

*
i, j - 1= u

n
i, j + 1+ u

n
i, j- 1. ( B) u

*
i+ 1, j + u

*
i- 1, j = u

n+ 1
i+ 1, j + u

n+ 1
i- 1, j , u

*
i, j + 1+ u

*
i, j- 1 = u

n+ 1
i, j+ 1 +

u
n+ 1
i, j - 1. ( C) u

*
i+ 1, j + u

*
i- 1, j = u

n
i+ 1, j + u

n+ 1
i- 1, j , u

*
i, j + 1+ u

*
i, j- 1= u

n+ 1
i, j + 1+ u

n
i, j - 1. ( D) u

*
i+ 1, j + u

*
i- 1, j = u

n+ 1
i+ 1, j +

u
n
i- 1, j , u

*
i, j+ 1 + u

*
i, j - 1= u

n+ 1
i, j+ 1 + u

n
i, j- 1 . ( E ) u

*
i+ 1, j + u

*
i- 1, j = u

n
i+ 1, j + u

n+ 1
i- 1, j , u

*
i, j + 1+ u

*
i, j- 1 = u

n
i, j+ 1 +
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u
n+ 1
i, j - 1 . ( F ) u

*
i+ 1, j + u

*
i- 1, j = u

n+ 1
i+ 1, j + u

n
i- 1, j , u

*
i, j + 1+ u

*
i, j- 1 = u

n
i, j + 1 + u

n+ 1
i, j- 1 . ( G ) u

*
i+ 1, j + u

*
i- 1, j =

1
2

( u
n+ 1
i+ 1, j + u

n
i+ 1, j + u

n+ 1
i- 1, j + u

n
i- 1, j ) , u

*
i, j + 1+ u

*
i, j- 1 =

1
2

( u
n+ 1
i, j+ 1 + u

n
i, j+ 1 + u

n+ 1
i, j- 1 + u

n
i, j - 1 ) . 于是, 式

( 12) , ( 14)各有 7种不同的精细积分格式.

例如,式( 12)取搭配( A) ,则该式成为 u
n+ 1
i, j = e

- 4r
u

n
i, j + 1

4
( 1- e

- 4r ) {u
n
i+ 1, j + u

n
i- 1, j + u

n
i, j+ 1+

u
n
i, j - 1} . 式( 14)取搭配( A ) , 则该式成为 u

n+ 1
i, j = e- 8r

u
n - 1
i, j +

1
4

( 1- e- 8r ) {un
i+ 1, j + u

n
i- 1, j + u

n
i, j + 1+

u
n
i, j - 1} ,等等.此外, e

- 4r及 e
- 8r又有多种不同的近似形式.例如,取 T aylor 展开式的一、二阶, 近

似便有 e
- 4r≈1- 4r, e

- 4r=
1

e4r≈
1

1+ 4r
, e

- 4r=
e- 2r

e2r ≈
1- 2r
1+ 2r

等多种常用形式.分别代入式( 12) ,

( 14)的不同搭配形式, 可得到不同对应的差分格式.

2 　精细积分近似表达式与差分格式的对应关系

先考察积分区间[ t n, t n+ 1]上的单点子域精细积分式( 12) .

(Ⅰ) 取搭配( A)时的精细积分格式, 并取 e
- 4r

= 1- 4r .由此可得古典显式格式为

u
n+ 1
i, j = ( 1 - 4r) un

i, j + r {un
i+ 1, j + u

n
i- 1, j + u

n
i, j + 1 + u

n
i, j - 1} , ( 15)

或

( un+ 1
i, j - u

n
i, j )

� t =
a

( �x )
2{ ( u

n
i+ 1, j - 2u

n
i, j + u

n
i- 1, j ) + ( u

n
i, j + 1 - 2u

n
i, j + u

n
i, j - 1) } . ( 16)

　　(Ⅱ) 取搭配( B)时的精细积分格式,并取 e- 4r=
1

e4r≈
1

1+ 4r
.由此可得古典隐式格式为

( 1 + 4r ) un+ 1
i, j = u

n
i, j + r {un+ 1

i+ 1, j + u
n+ 1
i- 1, j + u

n+ 1
i, j + 1 + u

n+ 1
i, j - 1} , ( 17)

或

( un+ 1
i, j - u

n
i, j )

�t =
a

( �x )
2{ ( u

n+ 1
i+ 1, j - 2u

n+ 1
i, j + u

n+ 1
i- 1, j ) + ( u

n+ 1
i, j + 1 - 2u

n+ 1
i, j + u

n+ 1
i, j- 1 ) } . ( 18)

　　(Ⅲ) 取搭配( C)时的精细积分格式,并取 e
- 4r = e

- 2r

e2r ≈
1- 2r
1+ 2r

. 由此可得文〔1〕中当 �=  =

1的格式, 即

( 1 + 2r ) un+ 1
i, j = ( 1 - 2r ) un

i, j + r{un+ 1
i- 1, j + u

n+ 1
i, j+ 1 + u

n
i+ 1, j + u

n
i, j- 1} . ( 19)

　　(Ⅳ) 取搭配( D)时的精细积分格式,并取 e
- 4r≈

1- 2r
1+ 2r

.由此可得文〔1〕中当 �=  = 1的第

2个格式, 即

( 1 + 2r ) u
n+ 1
i, j = ( 1 - 2r ) u

n
i, j + r{u

n+ 1
i+ 1, j + u

n+ 1
i, j+ 1 + u

n
i- 1, j + u

n
i, j- 1} . ( 20)

　　(Ⅴ) 取搭配( E)时的精细积分格式,并取 e
- 4r
≈

1- 2r
1+ 2r .由此可得文〔1〕中当 �=  = 1的第

3个格式, 即

( 1 + 2r ) un+ 1
i, j = ( 1 - 2r ) un

i, j + r{un+ 1
i- 1, j + u

n+ 1
i, j- 1 + u

n
i+ 1, j + u

n
i, j+ 1} . ( 21)

　　(Ⅵ) 取搭配( F )时的精细积分格式,并取 e- 4r≈
1- 2r
1+ 2r

,可得文〔1〕中当 �=  = 1的第 4个

格式.即

( 1 + 2r ) u
n+ 1
i, j = ( 1 - 2r ) u

n
i, j + r{u

n+ 1
i+ 1, j + u

n+ 1
i, j- 1 + u

n
i- 1, j + u

n
i, j+ 1} . ( 22)
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　　(Ⅶ) 取搭配( G)时的精细积分格式,并取 e
- 4r≈1- 2r

1+ 2r
, 可得 Cr ank-Nicolson 稳式格式.即

( 1 + 2r ) un+ 1
i, j = ( 1 - 2r) un

i, j +
r
2

{un+ 1
i+ 1, j + u

n
i+ 1, j + u

n+ 1
i- 1, j +

u
n
i- 1, j + u

n+ 1
i, j+ 1 + u

n
i, j + 1 + u

n+ 1
i, j - 1 + u

n
i, j - 1} , ( 23)

或

( un+ 1
i, j - u

n
i, j )

� t = a
2( �x )

2{ ( un+ 1
i+ 1, j - 2un+ 1

i, j + u
n+ 1
i- 1, j ) + ( un

i+ 1, j - 2un
i, j + u

n
i- 1, j ) +

( u
n+ 1
i, j+ 1 - 2u

n+ 1
i, j + u

n+ 1
i, j- 1 ) + ( u

n
i, j + 1 - 2u

n
i, j + u

n
i, j - 1) } . ( 24)

　　(Ⅷ) 考虑积分区间[ tn- 1 , tn+ 1 ]上,取搭配( A )时的单点子域精细积分式( 14) ,并取 e
- 8r
≈

1- 4r
1+ 4r

. 因此, 可得二维抛物型方程的 Dufort-Frankel格式,即

( 1 + 4r ) un+ 1
i, j = ( 1 - 4r ) un- 1

i, j + 2r{un
i+ 1, j + u

n
i- 1, j + u

n
i, j+ 1 + u

n
i, j- 1} , ( 25)

或

u
n+ 1
i, j - u

n- 1
i, j

2�t =
a

( �x )
2{ ( u

n
i+ 1, j - u

n+ 1
i, j - u

n- 1
i, j + u

n
i- 1, j ) +

( u
n
i, j + 1 - u

n+ 1
i, j - u

n- 1
i, j + u

n
i, j - 1) } . ( 26)

　　注　根据算例结果和截断误差分析,不同精细积分格式的 3种近似式中有一种精度最高.

上述讨论的格式即是其精度最高者, 其余近似或略去.因篇幅关系,不再赘述.为使用及比较方

便, 8种搭配分别用数字Ⅰ,Ⅱ,⋯,Ⅷ表示,带* 号为它们的最佳近似,如表 1所示.精细积分

近似式与差分格式是一致的,只是表示方法不同而已.

　　值得注意的是,这些格式在构造并行算法(如分组显式格式等)时将起重要作用〔7〕.最后,

表 1　单点精细积分格式和差分格式对照表

方 法 精细积分格式 相应的差分格式

Ⅰ
un+ 1

i, j = e - 4run
i , j+

1
4

( 1- e- 4r)·

{ un
i+ 1, j + un

i- 1, j+ un
i , j+ 1+ un

i , j- 1}

·
·* ·
·

Ⅰ*

e- 4r≈1- 4r

un+ 1
i , j = ( 1- 4r ) un

i , j+ r {un
i+ 1, j +

un
i- 1, j + un

i, j+ 1+ un
i , j- 1}

古典显式格式

un+ 1
i, j - un

i , j

�t =
a

( � x ) 2{ ( un
i+ 1, j- 2un

i , j+

un
i- 1, j ) + ( un

i , j+ 1- 2un
i, j + un

i , j - 1) }

Ⅱ
un+ 1

i, j ≈e - 4run
i , j+

1
4

( 1- e- 4r)·

{ un+ 1
i+ 1, j + un+ 1

i- 1, j+ un+ 1
i , j+ 1+ un+ 1

i , j- 1}

*
* * *

*

Ⅱ*

e- 4r≈
1

1+ 4r

( 1+ 4r ) un+ 1
i, j = un

i , j + r {un+ 1
i+ 1, j

+ un+ 1
i- 1, j + un+ 1

i , j + 1+ un+ 1
i , j- 1}

古典隐式格式

un+ 1
i , j - un

i , j

�t =
a

( � x ) 2{ ( un+ 1
i+ 1, j- 2un+ 1

i , j +

un+ 1
i- 1, j ) + ( un+ 1

i , j+ 1- 2un+ 1
i, j + un+ 1

i , j - 1) }

Ⅲ
un+ 1

i, j = e - 4run
i , j+

1
4

( 1- e- 4r)·

{ un
i+ 1, j + un+ 1

i- 1, j+ un+ 1
i , j+ 1+ un

i , j- 1}

*
* * ·
·
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续表

方法 精细积分格式 相应的差分格式

Ⅲ*

e- 4r≈
1+ 2r
1+ 2r

( 1+ 2r ) un+ 1
i , j = ( 1- 2r ) un

i , j +

r {un+ 1
i- 1, j + un+ 1

i , j+ 1+ un
i+ 1, j + un

i , j - 1}

半显式格式

un+ 1
i , j =

1
1+ 2r

{ r un+ 1
i- 1, j + r un+ 1

i , j+ 1+

( 1- 2r ) un
i , j ) + r un

i+ 1, j + r un
i, j- 1 }

Ⅳ
un+ 1

i, j = e - 4run
i , j+

1
4

( 1- e- 4r)·

{ un+ 1
i+ 1, j + un

i- 1, j+ un+ 1
i , j+ 1+ un

i , j- 1}

*
· * *
·

Ⅳ*

e- 4r≈
1- 2r
1+ 2r

( 1+ 2r ) un+ 1
i , j = ( 1- 2r ) un

i , j +

r {un+ 1
i+ 1, j + un+ 1

i , j+ 1+ un
i- 1, j + un

i , j - 1}

半显式格式

un+ 1
i , j =

1
1+ 2r

{ r un+ 1
i+ 1, j + r un+ 1

i , j+ 1+

( 1- 2r ) un
i , j + un

i- 1, j+ un
i , j- 1}

Ⅴ
un+ 1

i, j = e - 4run
i , j+

1
4

( 1- e- 4r)·

{ un
i+ 1, j + un+ 1

i- 1, j+ un
i , j+ 1+ un+ 1

i , j- 1}

·
* * ·

*

Ⅴ*

e- 4r≈
1- 2r
1+ 2r

( 1+ 2r ) un+ 1
i , j = ( 1- 2r ) un

i , j +

r {un+ 1
i- 1, j + un+ 1

i , j- 1+ un
i+ 1, j + un

i , j + 1}

半显式格式

un+ 1
i , j = 1

1+ 2r
{ r un+ 1

i- 1, j + r un+ 1
i , j- 1+

( 1- 2r ) un
i , j+ r un

i+ 1, j+ r un
i , j+ 1}

Ⅵ
un+ 1

i, j = e - 4run
i , j+

1
4

( 1- e- 4r)·

{ un+ 1
i+ 1, j + un

i- 1, j+ un
i , j+ 1+ un+ 1

i , j- 1}

·
· * *

*

Ⅵ*

e- 4r≈
1- 2r
1+ 2r

( 1+ 2r ) un+ 1
i , j = ( 1- 2r ) un

i , j +

r {un+ 1
i+ 1, j + un+ 1

i , j- 1+ un
i- 1, j + un

i , j + 1}

半显式格式

un+ 1
i , j =

1
1+ 2r

{ r un+ 1
i+ 1, j + r un+ 1

i , j- 1+

( 1- 2r ) un
i , j+ r un

i- 1, j+ r un
i , j+ 1}

Ⅶ

un+ 1
i, j = e - 4run

i , j+
1
8

( 1- e- 4r)·

{un+ 1
i+ 1, j + un

i+ 1, j + un+ 1
i- 1, j+ un

i- 1, j +

un+ 1
i , j + 1+ un

i , j+ 1+ un+ 1
i, j- 1 + un

i , j - 1}

*
* * *

*

Ⅶ*

e- 4r≈
1- 2r
1+ 2r

( 1+ 2r ) un+ 1
i , j = ( 1- 2r ) un

i , j +

r
2

{ un+ 1
i+ 1, j + un

i+ 1, j+ un+ 1
i- 1, j + un

i- 1, j +

un+ 1
i , j + 1+ un

i , j+ 1+ un+ 1
i, j- 1 + un

i , j - 1}

Cr ank-N icolson 隐式格式

un+ 1
i , j - un

i, j

� t =
a

2( � x ) 2{ ( un+ 1
i+ 1, j- 2un+ 1

i , j + un+ 1
i- 1, j +

un
i+ 1, j- 2un

i , j- 1+ un
i- 1, j ) + ( un+ 1

i , j+ 1-

2un+ 1
i , j + un+ 1

i , j - 1) + ( un
i , j+ 1- 2un

i , j+ un
i, j- 1 }

Ⅷ
un+ 1

i, j = e - 8run- 1
i , j +

1
4

( 1- e- 8r)·

{un
i+ 1, j+ un

i- 1, j + un
i , j + 1+ un

i, j- }

·
· * ·
·

Ⅷ*

e- 8r≈
1- 4r
1+ 4r

( 1+ 4r ) un+ 1
i , j = ( 1- 4r ) un- 1

i , j +

2r { un
i+ 1, j+ un

i- 1, j + un
i , j + 1+ un

i , j- 1}

D uF or t-F r ankel三层显格式

un+ 1
i, j - un- 1

i , j

2� t =
a

( � x ) 2{ ( un
i+ 1, j- un+ 1

i , j - un- 1
i , j +

un
i- 1, j ) + ( un

i , j+ 1- un+ 1
i , j - un- 1

i, j + un
i , j - 1) }

必须指出,显式格式而无条件稳定是有代价的. 这就是相容性的苛刻限制.因篇幅关系,关于相

容性将另文研究.
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3　 数值试验与初步结论

例　考虑二维抛物型方程混合问题

�u
�t =

�2u
�x 2 +

�2u
�y 2, 　　　0 < x , y < 1, t > 0, ( 27)

u( x , y , 0) = x
2 + y

2 , ( 28)

u( 0, y , t ) = 4t + y
2
,　 u( 1, y , t ) = 4t + 1 + y

2
,　　　0≤ y ≤ 1, t > 0, ( 29)

u( x , 0, t) = 4t + x
2
,　 u( x , 1, t ) = 4t + 1 + x

2
,　　　0≤ x ≤ 1, t > 0. ( 30)

其精确解为

u( x , y , t) = x
2

+ y
2

+ 4t. ( 31)

取 �x = �y= 0. 1,然后取 �t= 0. 002 5, 0. 005及0. 010. 用不同格式进行计算到n= 1 000,并与

精确解进行比较.差分计算与对应的精细积分近似计算结果完全相同,不重复列出. 表 2中列

出了n= 1 000时的部分精确解及不同格式计算结果.

表 2　用不同格式计算例 1 的结果( � x = �y= 0. 1)

�t 0. 002 5 0. 002 5 0. 005 0. 005 0. 010 0. 010

( x , y ) ( 0. 3, 0. 2) ( 0. 7, 0. 6) ( 0. 3, 0. 2) ( 0. 7, 0. 6) ( 0. 3, 0. 2) ( 0. 7, 0. 6)

精确解 10. 130 0 10. 850 0 20. 130 0 20. 850 0 40. 130 0 40. 850 0

Ⅰ 10. 030 0 10. 708 4 19. 904 4 20. 530 6 39. 601 6 40. 102 1

Ⅰ* 10. 130 0 10. 850 0 溢出 溢出 溢出 溢出

Ⅱ 10. 201 8 10. 951 7 20. 248 1 21. 017 1 40. 289 0 41. 075 1

Ⅱ* 10. 130 0 10. 850 0 20. 130 0 20. 850 0 40. 130 0 40. 850 0

Ⅲ 10. 115 9 10. 830 1 20. 076 2 20. 773 9 39. 945 3 40. 588 6

Ⅲ* 10. 130 0 10. 850 0 20. 130 0 20. 850 0 40. 130 0 40. 850 0

Ⅳ 10. 115 9 10. 830 1 20. 076 2 20. 773 9 39. 945 3 40. 588 6

Ⅳ* 10. 130 0 10. 850 0 20. 130 0 20. 850 0 40. 130 0 40. 850 0

Ⅴ 10. 115 9 10. 830 1 20. 076 2 20. 773 9 39. 945 3 40. 588 6

Ⅴ* 10. 130 0 10. 850 0 20. 130 0 20. 850 0 40. 130 0 40. 850 0

Ⅵ 10. 115 9 10. 830 1 20. 076 2 20. 773 9 39. 945 3 40. 588 6

Ⅵ* 10. 130 0 10. 850 0 20. 130 0 20. 850 0 40. 130 0 40. 850 0

Ⅶ 10. 115 9 10. 830 1 20. 076 2 20. 773 9 39. 945 3 40. 588 6

Ⅶ* 10. 130 0 10. 850 0 20. 130 0 20. 850 0 40. 130 0 40. 850 0

Ⅷ 10. 076 2 10. 773 9 19. 945 3 20. 588 6 39. 614 0 40. 119 6

Ⅷ* 10. 130 0 10. 850 0 20. 130 0 20. 850 0 40. 130 0 40. 850 0

　　从表中可以得出 7点结论. ( 1) 古典显式格式Ⅰ* 仅当 r≤
1
4
是有效的,然而相应的精细积

分显格式Ⅰ却不受此限制. 这一点与稳定性分析是一致的. ( 2) 半显式格式Ⅲ(Ⅲ
*

)～Ⅵ(Ⅵ
*

)

及三层显格式Ⅷ(Ⅷ
*

)对任意 r> 0都是有效的.这与稳定性分析也是一致的. ( 3) 隐式格式Ⅱ

(Ⅱ
*

)及Ⅶ(Ⅶ
*

)都是两层格式,且对任意 r> 0都稳定.此与理论分析相一致. 然而,每前进一

步都必须解线性代数方程组. ( 4) 精细积分计算中,指数函数取精确值的效果不如最好近似式

的原因,是式( 11) (或式( 12) )及式( 13) (或式( 14) )中第 2项处理粗糙. ( 5) 不同差分格式可用

精细积分统一表达式( 11) (或式( 12) )及式( 13) (或式( 14) )中 e- 4r和 e- 8r取不同近似式,以及
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第 2项中 u
*
i+ 1, j + u

*
i- 1, j + u

*
i, j+ 1+ u

*
i, j- 1取不同搭配表示. ( 6) 各种格式的稳定性分析我们已获初

步结论.但由于篇幅关系,将另文给出. ( 7) 精细积分的更深层意义为, 该法可同时计算多内点

直至全域.
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Comparison between Meticulous Integration and Difference

Method for Solving Two-Dimensional Parabolic Equation

Zeng Wengping

( Dept . of M ath . , Huaqiao Univ. , 362011, Qu anz hou)

Abstract　T he initial-value pr oblem of tw o -dimensional par abolic equation ca n be so lv ed by using met iculo us

integ rat ion o f single inner point subdo main. T he meticulous int egr atio n is tur ned int o differ ence equatio n in

case transfer functio n, i. e. ex ponential function in meticulous integr ation of sing le inner po int is replaced by

T ay lo r expansion. T his cor respondence is studied, and each commo n differ ence scheme finds its cor r espond-

ing meticulous integ rat ion of sing le point , and the unified ex pr ession is o bt ained in t he gener al for mula fo r

meticulous integr ation of sing le po int.

Keywords　tw o -dimensional pa rabolic equat ion, initial-value pr oblem, numerica l solutio n to part ial differ en-

tial equation, m eticulo us integ r atio n
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