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解析算子中的不等式

黄　心　中

(华侨大学数学系,泉州 362011)

摘要　利用平面区域解析函数再生算子表示公式,估计有关解析函数的积分不等式.进而 ,判别极

值 T eichm �ller 映照.
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设 C是复平面点集, D = { z �z �< 1}是 C上的单位圆盘, D上的 Po incar�尺度为

�( z ) =
1

1 - �z � 2 , z ∈ D . ( 1)

对任何 z , w∈D ,令

K ( z , w ) =
1

( 1 - z w- ) 4 , ( 2)

则sup
w∈D

�- 2
( w ) �K ( z , w ) � < ∞,称 K ( z , w )为 D 上的再生核.这样, 对任何 D 上的 L

1
可积函数

f ( z ) ,下列积分算子

T f ( z ) =
3
��

D

�- 2
( w ) K ( z , w ) f ( w ) �dw � 2

( 3)

仍是L
1 可积函数.

令 B= { f ( z ) � f ( z )是 D 上的解析函数,满足

‖f ( z )‖1 = �
D

� f ( z ) ��dz � 2
< ∞} ,

B1� B 是 B 上的单位球.在 B 上引进一个常数 C( B ) , 它是满足下列不等式的常数 C 的下确

界.即

�
D

� f ( z ) � �dz � 2 ≤ c�
D

�Ref ( z ) ��dz � 2, ( 4)

对一切 f ( z )∈B , Imf ( 0) = 0成立.

显然,有 C( B )≥1.关于对 C( B)的上界估计,文献〔1〕证明 C( B ) < ∞,文献〔2〕证明 C( B )

≤7, 而文献〔3〕用一维的积分表示,给出 C( B)≤20 2的简洁证明. 本文首先利用平面上解
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析函数再生算子表示法,给出一个 C( B )≤6的证明.应用 C( B )≤6的结果,可给出一个到判

极值T eichm�ller 映照的推论.

1　 解析函数再生算子表示及主要结果

本节的积分表示可参见文〔4〕. 由式( 3)可知, 对任何 D 上 L
1 可积函数 f ( z ) , Tf ( z )是存

在的.若  ( z )是 D上的解析函数, 则

 ( 0) =
1

2�∫
2�

0
 ( r e

i!
) d!,　　　0≤ r < 1.

从而

 ( 0) = 3
��

D

( 1 - r
2) 2 ( rei!) rdrd!= 3

��
D

�- 2( ∀) (∀) �d∀� 2. ( 5)

取 w (∀) =
∀+ z

1+ z-∀, z∈D ,为 D 到 D 上的共形映照,则

# (∀) =
w′(∀) 2 ( w ( ∀) )

w′( 0) 2 =  ( ∀+ z
1 + z-∀) / ( 1 + z-∀) 4

是 D 上的解析函数.由式( 5)可得

 ( z ) = # ( 0) = 3
��

D

�- 2 (∀)
 ( ∀+ z

1 + z-∀)

( 1 + z-∀) 4 �d∀� 2 = 3
��

D

( 1 - �w � 2
)

2

( 1 - z w- )
4  ( w ) �dw � 2 =

3
��

D

�- 2( w ) ∃ ( z , w ) ( w ) �dw � 2 = T  ( z ) . ( 6)

式 ( 6)说明,对于任何 D 上解析函数  ( z )∈B ,有 T  ( z ) =  ( z )成立. 另一方面, 再取 w ( z ) =

∀- z
1- z-∀, 应用式( 5)于  (∀) w′(∀) 2

,可得

 ( 0) ( 1 - �z � 2) = 3
��

D

�- 2(∀) (∀) 1 - �z � 2

( 1 - z-∀) 4�d∀� 2,　　　0≤ �z � < 1.

从而

 ( 0) =
3
��

D

�- 2
(∀) K ( z , ∀)  (∀) �d∀� 2

= T  ( z ) . ( 7)

式( 7)说明,对于任何 D 上解析函数  ( z )∈B, 有 T  ( z ) =  ( 0)成立. 根据式( 6) , ( 7) ,可证明

下列定理 .

定理 1　若 C( B )是满足下列不等式的常数 C的下确界, 即

�
D

� f ( z ) ��dz � 2
≤ C�

D

�Ref ( z ) ��dz � 2
.

它对一切 f ( z )∈B, Im f ( 0) = 0成立,则 C( B )≤6.

证明　对任何 f ( z )∈B,满足 f ( 0) = 0.根据式( 6) , ( 7) ,有

T Ref ( z ) =
1
2
T [ ( f ( z ) + f ( z ) ) ] =

1
2
T f ( z ) =

1
2
f ( z ) .

从而

�
D

� f ( z ) � 2�dz � 2 = 2�
D

�T Ref ( z ) ��dz � 2 =
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6
��

D

��
D

�- 2 ( w ) ∃ ( z , w ) Ref ( w ) �dz � 2) � �dw�
2

≤

6
��

D

�Ref ( w ) � (�
D

�- 2( w ) �∃ ( z , w ) � �dz � 2) �dw � 2 .

注意到
1
�� D

�dz � 2

�1- w z-� 4=
1

( 1- �w � 2) 2 .因此, 可得到

�
D

� f ( z ) ��dz � 2 ≤ 6�
D

�Ref ( z ) ��dz � 2 .

对一切 f ( z )∈B , f ( 0) = 0成立. 根据 C( B )的定义,得到 C( B)≤6成立.定理 1证毕.

例　令 f n ( z ) = z
n
, n= 1, 2, 3, ⋯,则有

�
D

� f n ( z ) ��dz � 2
=

�
2�

D

�Ref n( z ) ��dz � 2
.

事实上,由下列两式的计算可知上式成立. 即

�
D

� f n ( z ) � �dz � 2 = �
D

�z � n�dz � 2 =
2�

n + 2
,

�
D

�Ref n ( z ) ��dz � 2 =
1

n + 2∫
2�

0
�cos( n!) � d!=

4
n + 2

.

以上例子说明, C( B )≥
�
2

.关于C( B )的精确值,至今还没有得到.

2　 定理 1的应用

设 %( z )是 D 上的有界 Lebesg ue 可测函数,具有‖%( z )‖∞= ess sup
z∈D
�%( z ) �< 1.由文〔5〕

基本定理可知,存在 D到自身上的拟共形映照 f ( z ) ,满足 f z-( z ) = %( z ) f z ( z ) ,且 f ( w ) = w , w

= 1, i, - 1. 若 g( z )是D 到 D上的拟共形映照, ∃ ( z )是 g( z )的复特征,即g z-( z ) = ∃ ( z ) g z ( z ) ,

且 g� � z �= 1= f � � z �= 1, ‖%( z )‖∞≤‖∃ ( z )‖∞ ,则称 %( z )是极值复特征. Hamilton, Reich 和

Strebel首先给出判别一个极值复特征的充要条件
〔6, 7〕

,即 %( z )是极值复特征的充要条件是下

列条件之一成立. ( 1) 存在  ( z )∈B1 ,使得 %( z ) = ‖%( z )‖∞ ( z ) / � ( z ) �对几乎处处 z∈D

成立. ( 2)存在D上内闭一致收敛于零的叙列{ n ( z ) } ∞1 ,  n( z )∈B1 , 它满足lim
n→∞
��

D

 n ( z )%( z )

�dz � 2�= ‖%( z )‖∞.

但是,对于给定的极值复特征, 要判断是否满足条件( 2)是困难的.当 %( z )的幅角或值域

受到一定限制时, 文献〔3, 8, 9〕有较深入的研究. 本节将应用定理 1 给出一个到判极值

Teichm�ller 映照的推论.

对于给定的 0≤!1 , !2≤2�, 记
S

k [!1 , !2] = { r eit�0 < r ≤ k , !1 ≤ t≤ !2} ,

S
k (!1 , !2) = { r eit�0 < r ≤ k , !1 < t < !2} .

应用定理 1及文献〔9〕中的定理 2, 可以得到如下推论.

推论 1　设 ∃ ( z )是 D 上的有界 Lebesg ue 可测函数, 则‖∃ ( z )‖∞= k< 1,
�
2

< !<
�
2

+
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arcsin
1
11

. 设存在常数 k′,�,满足 k′< k , 0< �< 1,使得对于几乎处处所有的 z∈D \ { �z �< �}有

∃ ( z ) ∈ S
k
[ - !, !] ∪ S

k′
( !, 2�- !) .

因此, ∃ ( z )为极值复特征的充要条件是存在  ∈B 1, 使得对几乎处处 z∈D 有 ∃ ( z ) = k
 
� �成

立.

证明　从定理 1可知, C( B )≤6,故

arcsin[ (
1

2C( B) - 1) ] ≥ arcsin
1
11.

从文献〔9〕的定理 2便可推出推论 1的结论成立.推论 1证毕.

参　　考　　文　　献

1　Ha rdy G H, L it tlew oo d J E . So me pr opert ies o f co njugate funct ions [ J] . J. Reine A ngew . M ath. , 1931,

167: 405～423

2　Berg man A S. Spaces a nd their opera tor s[ M ] . N ew Yo rk : Jho n Wiley & Sons Inc. , 1990. 1～50

3　Or tel M , Smit h W . T he ar gument o f an ex tr emal dilatatio n[ J] . P ro c. Amer . M ath . So c. , 1988, 104

( 2) : 498～502

4　G ar diner F P . T eichm�ller ther oy and quadr atic differentials[ M ] . N ew Y or k: W iley, 1987. 80～84

5　A hlfor s L V . Lectur es on quasiconfo rmal mappings[ M ] . New Y or k: V an N ostr and, 1966. 85～115

6　Hamilto n R S. Ex tr emal quasicfo rm al mapping s w ith given boundary v alues [ J] . T rans. A mer. M ath.

Soc. , 1969, 138: 399～406

7　R eich E, Str ebel K . Ex tr emal quasiconfor mal mapping s w it h g iv en bo undar y values: Contr ibutio ns t o

analysis, a collection of papers dedicat ed to lipman ber s[ M ] . N ew Y o rk: Academic Pr ess, 1974. 375～

391

8　Huang Xinzhong . T he imag e do main o f an ext remal dilatatio n[ J] . A dvances in M at h. ( China ) , 1993, 22

( 5) : 435～446

9　Huang Xinzho ng , T anig uchi M . On the co ntraction o f the T eichm�ller metrics[ J] . J. M ath. K yo to U -

niv . , 1995, 35( 1) : 133～142

Inequality in Analytic Operator

Huang Xinzhong

( Dept . of M ath . , Huaqiao Univ. , 362011, Qu anz hou)

Abstract　By using reg ener ative oper ator of analy tic function in a plane domain to r epresent the fo rmula, the

author est imates the integ ral inequality of r elev ant analy tic function; and mor eov er, discr iminates the ex -

tr em al T eichm�ller mapping.

Keywords　analytic operat or , integ r al inequa lity, reg ener ative ker nel, ex tr emal T eichm�ller mapping
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