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Ostrowski-Reich定理在 GETOR

方法 中 的 应 用

曾　文　平

(华侨大学管理信息科学系,泉州 362011)

摘要　定义广义 ETOR(记为GET OR)方法. 同时对GETOR 方法建立了 Ostr ow ski-Reich 型定理,

扩充了已有的结果.
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设有线性方程组

AX = b, ( 1)

其中A是 n×n非奇异矩阵, b是 n维向量.若

A = D - E - F - E′- F′, ( 2)

其中D= diag( A) , - ( E+ F)及- ( E′+ F′)分别为 A的严格下或上三角矩阵.对更一般的 D, E

+ F及 E′+ F′,文〔1〕给出了 SOR迭代的著名的 Ostrow ski-Reich定理(下称O-R定理) .文〔2〕

给 出了 AOR 迭代的 O-R 型定理 . 文〔3～6〕提出了推广的 TOR( ETOR) 及广义 ETOR

( GETOR)迭代, 并讨论其收敛性.本文目的是将 O-R定理推广到 GETOR方法,且以 ETOR,

TOR, AOR及 SOR方法的 O-R型定理为其特例. 因此,它扩充了已有的结果.

1 　广义 ETOR(GETOR)方法

设方程组( 1)的系数矩阵 A是非奇异的, 且有式( 2)型分裂,其中 D是非奇异矩阵(D不必

是对角(块)矩阵) , E, F, E′和 F′是任意矩阵(他们不必是三角矩阵) . 因此,定义广义的 ETOR

( GET OR)迭代法为〔6〕

X
( m+ 1) = L�, �,  X

( m) + K. ( 3)

在式( 3)中, GETOR迭代矩阵为

L�, �,  ≡ (D - �E - �F) - 1{ ( 1 -  )D +

(  - �) E + (  - �) F +  E′+  F′} =

( I - �u - �v) - 1{ ( 1 -  ) I + (  - �) u + (  - �) v +  u′+  v′} , ( 4)
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K≡ (D - �E - �F) - 1 b =  ( I - �u- �v) - 1
D)

- 1
b, ( 5)

其中

u = D
- 1
E, v = D

- 1
F, u′= D

- 1
E′, v′= D

- 1
F′. ( 6)

若在式( 4) ,式( 5)中, 令�= �′
2 , �= �′

2 ,  = �′+ �′
2 ,则它退化为广义的 TOR方法. 于是,它的迭

代矩阵为

L�′, �′, F≡ ( 2D - �′E - �′F) - 1{ ( 2 - �′- �′)D +

(�′+ �′) ( E′+ F′) + �′F + �′E} . ( 7)

特别地,若取 �= �= 0,  = 1则为广义 Jacobi迭代, 其迭代矩阵为

B = D
- 1 ( E + F + E′+ F′) . ( 8)

若取 �= �=  = 1,则为广义的 Gauss-Seidel迭代, 其迭代矩阵为

G = (D - E - F) - 1( E′+ F′) . ( 9)

若取 �= �=  = !,则为广义的 SOR迭代,其迭代矩阵为

L! = ( I - !L) - 1{ ( 1 - !) I + !R} , ( 10)

其中L= u+ v, R= u′+ v′.若取 �= �=  = !,  = r 则为AOR迭代,其迭代矩阵为

L!, r = ( I - rL) - 1{ ( 1 - !) I + ( !- r ) L + !R} . ( 11)

2 　Ostrowski-Reich型定理

定理1　设 Hermitian 阵 A具有式( 2)型分裂,且 D是 Hermit ian 正定阵, E
H= E′, F

H= F′.

广义的 Jacobi矩阵 B= D
- 1 [ (  - �) ( E+ E

H) + (  - �) ( F+ F
H) ] ,有实的特征值 ∀i( i= 1, 2, ⋯,

n) . 令 ∀
-
= min∀i, 则当0<  < 2+ ∀

-
时, GATOR方法收敛当且仅当 A是正定矩阵.

证明　因为

M =
1
 (D - �E - �F) , ( 12)

N =
1
 [ ( 1 -  )D + (  - �) E + (  - �) F +  EH +  FH] . ( 13)

所以, A= M- N, L�, �,  = M
- 1
N, 且

M
H + N =

1
 [ ( 2 -  ) D + (  - �) ( E + E

H) + (  - �) ( F + F
H) ] ( 14)

是 Herm it ian阵.因此

W= D
-

1
2 (MH + N)D-

1
2 = ( 2 -  ) I + T ( 15)

也是Hermitian 阵.设 #i 和 ∃i 分别是W和 T的特征值, 于是

#i =
2 -  + ∃i

 . ( 16a)

因 T= D
1
2B D

-
1
2 , 故 ∃i= ∀i.因此,有

#i = 2 -  + ∀i

 　　( i = 1, 2,⋯, n) . ( 16b)

从式( 17)推出,W与M
H
+ N 是正定矩阵当且仅当0< 2+ ∀

-
.从文〔2〕推出本定理的结果.
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推论　设 A= D- E- F- E′- F′正定对称, ∀i ( i= 1, 2,⋯, n)为矩阵 D
- 1
{ (  - �) ( E+ E

H
)

+ (  - �) ( F+ F
H
) }的特征值, ∀

-
= m in

1≤i≤n
∀i . 因此, 有以下结论. ( 1) 若 ∀

-
≥0,则当0<  < 2时,

GET OR方法收敛. ( 2) 若 ∀
-
< 0时,则当0<  < 2+ ∀

-
时, GETOR法收敛.

设矩阵 B= u+ v+ u
H+ v

H 的特征值 ∀i( i= 1, 2, ⋯, n)均为实数,且记

∀
-
= min

1≤i≤n
∀i ,　　∀- = min

1≤i≤n
∀i.

定义集合 J 1(  , �, �) , (  , �, �)∈J 1(  , �, �) ,满足0<  < 2.同时,条件( 17)成立. 即

当 ∀
-
< ∀-≤ 0时,　

�+ �
2

>  + 2 -  
∀
-

, ( 17a)

当 ∀- > ∀
-
≥ 0时,　

�+ �
2

<  + 2 -  
∀- , ( 17b)

当 ∀
-
= ∀- = 0时, �和 �为任意实数, ( 17c)

当 ∀
-
< 0 < ∀- 时,  + 2 -  

∀
-

<
�+ �
2

<  + 2 -  
∀- , ( 17d)

　　定理2　设 A与 D是 Herm it ian正定阵, B= u+ v+ u
H+ v

H是广义 Jacobi迭代阵,其特征值

是 ∀i( i= 1, 2,⋯, n) , ∀
-
= min

1≤i≤n
∀i, ∀-= max

1≤i≤n
∀i,且 D- �E- �F非奇异.那么,当

0 < 2 ≤ �+ �< 4 或 0 < 2 < �+ �≤ 4, ( A)

或

(  , �, �) ∈ J 1(  , �, �) ( B)

时,%( L�, �,  ) < 1, 即 GETOR迭代收敛.

证明　取 S
H
1 = - S1, S

H
2= - S2,定义

E =
1
4
(D - A + S1) , F =

1
4
(D - A + S2) , ( 18)

则 A= D- ( E+ F) - ( E+ F)
H.

假定 #是 L�, �,  的任意特征值, x≠0是其相应的特征向量. 于是

L�, �,  x = #x. ( 19)

也即

{ ( 4 - �- �)D + (�+ �- 4 ) A - ( �s1 + �s2) } x =
{ ( 4 - �- �)D + (�+ �) A - (�s1 + �s2 ) }x. ( 20)

若记

〈Dx, x〉= f > 0,　〈Ax, x〉= g > 0,

〈s1 x, x〉= ih1,　〈s2 x, x〉= ih2 ,

其中记号〈,〉表示向量内积.将式( 20)与 x内积便得

�#� 2 = �
( 4 - �- �) f + (�+ �- 4 ) g - (�h1 + �h2 ) i

( 4 - �- �) f + (�+ �) g - (�h1 + �h2 ) i
� =

1 - 8 g ( 4 - �- �) f + ( �+ � - 2 ) g
d

, ( 21)

其中d = [ ( 4- �- �) f + (�+ �) g] 2+ (�h1+ �h2 ) 2.于是, 由式( 21) ,则下述( i) , ( ii)立即可见.

( i) 当0< 2 ≤�+ �< 4或0< 2 < �+ �≤4时,对所有 #均有�#�< 1.也即,迭代矩阵 L�, �,  的
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谱半径 %( L�, �,  ) < 1.

( ii) 当W= 2( 2-  )D+ ( 2 - (�+ �) )DB为正定阵时, %( L�, �,  ) < 1. 因 D是 Hermitian 正

定阵,故W是正定阵当且仅当

G = D
-

1
2WD

1
2 = 2( 2 -  ) I + ( 2 - (�+ �) )D

1
2BD

-
1
2 ( 22)

为一正定阵. 而 E为正定阵, 当且仅当

2( 2 -  ) + ( 2 - (�+ �) ) ∀i > 0　( i = 1, 2,⋯, n) . ( 23)

不难验证,当(  , �, �)∈J 1 (  , �, �)时,显然式( 23)成立.从而,%( L�, �,  ) < 1.证毕.

注1　当0≤�+ �≤4时, D- �E- �F是非奇异的.因此, 这时定理2中的“D- �E- �F,它是
非奇异的”这一条件,可以去掉. 事实上,因对� x∈C

n( n维复域)有 Re( s1x, x) = Re( s2x, x) = 0

而

D - �E - �F = D -
�
4 (D - A + S1 ) -

�
4 (D - A + S2 ) =

1
4
{ ( 4 - �- �)D + (�+ �) A - (�S1 + �S2 ) } .

因 D, A为 Hermit ian正定阵, 故对� x∈C
n, x≠0均有 Re( (D- �E- �F ) x, x) > 0. 所以,当0≤�

+ �≤4时, (D- �E- �F) - 1存在.

注2　从上述证明过程可见,当 A与 D是 Hermit ian正定阵时, 2( 2-  ) + ( 2 - (�+ �) )∀i

> 0( i= 1, 2,⋯, n) . 也即式( 23)成立,这是 %( L�, �,  ) < 1的充要条件.

引理〔7〕　如果对于M
- 1
N 的某些特征集的每一个 x, A与M

H
A

- H
A+ N 满足条件

x
H
Ax ≠ 0 且 [ xH(MH

A
- H
A + N) x/ xH

Ax
H] > 0, ( 24)

则 %(M- 1
N) < 1. 反之,如果 %(M- 1

N) < 1,那么对于M
- 1
N 的每一个特征向量 x,或者式( 24)

成立,或者

x
H
Ax = x

H(MH
A

- H
A + N) x = 0. ( 25)

　　定理3　设 A是 Hermit ian 阵, 且有由式( 2) , ( 4)所指定的分裂的块 GETOR迭代, E′=

E
H
, F′= F

H
, 且令0<  < 2. 如果对于 L�, �,  的某特征集的所有 x 均有 x

H
Ax≠0.那么, 则 %( L�, �,  )

< 1当且仅当

[ ( 2 - �) xH( E + E
H) x + ( 2 - �) xH( F + F

H) x]
x
H
Ax

> (  - 2) .

　　证明　因为 A是 Hermit ian阵,所以

M
H
A

- H
A + N = M

H + N =

1
 [ ( 2 -  )D + ( 2 - �) ( E + E

H
) + (  - �) ( F + F

H
) ] .

也即

M
H
A

- H
A + N = M

H + N =

1
 { ( 2 -  ) A + ( 2 - �) ( E + E

H) + ( 2 - �) ( F + F
H) } . ( 26)

如果x 属于 L�, �,  的某特征集,且 x
H
Ax≠0,则从引理立即推出定理的证明.

如果考虑通常的 SOR, AOR, T OR及 ETOR方法,也有类似的结果.不再重述.

注3　顺便地,我们给出关于 M -矩阵的一个结论.
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定义
〔8〕
　设 A= ( aij )为实的 N×N 矩阵,且对所有 i≠j 都有 aij≤0.若 A非奇异且 A

- 1
≥

0, 则称 A为 M 矩阵.

定理4　设 A为 M -矩阵, 0<  1≤ 2≤1.于是,若0 ≤!2≤r2 ,
!1

r1
≤
!2

r2
, 则有

%( L) ≤ %( L!
2
, r

2
) ≤ %( L!

1
, r
1
) < 1,

%( L) ≤ %( L!
2
) ≤ %( L!

1
) < 1,

%( B) ≤ %( B!
2
) ≤ %( B!

1
) < 1.

其中, L!, r , Lu
1
和 B!,分别表示通常的(块) AOR, (块) SOR 和(块) JOR迭代矩阵. 因篇幅关系,

证明从略.
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Application of Ostrowski-Reich Theorem

to GETOR Iterative Method

Zeng Wenping
(C ollege of Econ. Manag. , Huaqiao Univ. , 362011, Quanzhou )

Abstract 　The method of generalized expansive tw o parameter ov errelalation, denoted as GETOR iter ative

method, is defined in this paper. In addition, Ostrow ski-Reich type theorems are formed by applying GETOR

method, and the ex isting result is thus extended.

Keywords 　linear algebr a equat ions, gener alized ETOR iter ative method, converg ence
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