
　第 22 卷　第 3 期 华 侨 大 学 学 报 ( 自 然 科 学 版 ) Vo l. 22　N o. 3　

　2001年 7 月 Journal of Huaqiao U niver sity ( N atural Science) Jul. 2001　

　文章编号　1000-5013( 2001) 03-0321-05

应用电荷运动规律确定电磁场运动规律
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摘要　运用向量场与微分形式的缩并(内积)和外微分运算, 并依照 P oincar e定理论证电荷的运动

规律可确定电磁场的运动规律.
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人们在能量表象的框架下, 发现机械能守恒定律、线动量守恒定律和角动量守恒定律, 可

分别由惯性系的时间均匀性、空间均匀性和空间各向同性导出
〔1〕

.即经典力学中的 3个著名守

恒定律直接源于时空的特性.这就是所谓的物理规律的本原问题
〔2〕

.从逻辑认识上可引出一个

简单推理:电磁场的运动规律也存在本原问题的探讨.电磁场运动的根本规律遵循着麦克斯韦

电磁场方程组. 在统一的电磁理论中, 麦克斯韦电磁场方程组概括和表述了电磁场的运动规

律.依靠统一的现代数学几何方法, 即运用微分流形和微分形式这一数学理论,可解答电磁场

运动规律的本原问题. 文中利用微分形式、外微分运算、外微分形式中向量场与微分形式的缩

并 (内积) , 并依据 Poincare 定理, 论证了电荷守恒定律可确定麦克斯韦方程组的数学形

式〔3, 4〕.本文以明确、坚实和深刻的解答,以及严格的数学手段论证这一本原问题.

1 　麦克斯韦电磁场方程组及其缩写式

众所周知,电磁场的运动规律可归结为麦克斯韦电磁场方程组,它们通常表达为

�
�D = �, 　

�
× H - �tD = J,

�
�B = 0,　

�
× E + �tB = 0.

( 1)

式( 1)可缩写为式( 2) , 即〔3〕

� H != J
!,　 � F ! = 0,  , ( 2)

式中 != 0, 1, 2, 3, J
!= J

!( J
0, J

1, J
2 , J

3 ) = J
!(�, J x , J y, J z ) , � = � ( �0, �1, �2 , �3 ) = � ( ��t , �

�x , �
�y ,

�
�z ) .

H
 !和 F

 !分别是描述电磁场 D～H 和W～B的二阶反对称张量. 其矩阵表达式分别为
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H
 ! =

0 - D 1 - D 2 - D 3

D 1 0 - H 3 H 2

D 2 H 3 0 - H 1

D 3 - H 2 H 1 0

, ( 3a)

F
 ! =

0 - B 1 - B2 - B3

B1 0 E3 - E2

B2 - E 3 0 E 1

E3 E2 - E1 0

. ( 3b)

　　事实上, 式( 2)构成一组麦克斯韦电磁场方程组的张量方程.至此,利用 J
!(�, J 1, J 2, J 3)可

引进电流向量场 g,即

g = J
!�!= ��0 + J

1�1 + J
2�2 + J

3�3, ( 4a)

或

�!J! = �0 + �1J
1

+ �2J 2
+ �3J

3
. ( 4b)

2 　缩并运算引进Minkowski时空坐标系的讨论

在 M inkow ski时空坐标系中,建立有关的微分形式的基因和相应的关系式, 以便为本文

的数学论证作准备.试将向量场与微分形式的缩并(内积)运算,以及外微分运算引入讨论之

中.现以 ∀ ( M )标记流形 M 上向量场全体构成的集合; 以 #p ( M )标记流形 M 上的任意 p 次微

分形式(简称 p 形式)的全体.对于  ∈∀ ( M )及 ∃∈# p ( M ) , 依照微分形式的数学理论,向量场

 与 p 形式的缩并(内积)成为( p - 1)次微分形式.记作 i ∃,定义为
〔5～8〕

i  ∃(  1 ,  2 ,⋯,  p - 1) = ∃(  ,  1 ,  2 ,⋯,  p - 1) ,

 i ∈ ∀ ( M ) ,　i = 1, 2, 3,⋯, p - 1.
( 5)

　　显然, i  ∃为 p 形式 # p ( M )到( p - 1)形式 # p - 1( M )的线性映射.这意味着微分形式每经一

次缩并运算,它的次就下降一次.这同外微分运算的情形恰相反.微分形式每经一次外微分运

算,它的次将上升一次.现将上述运算应用于 M inkow ski时空坐标系的讨论. M inkow ski时空

坐标系是,由三维空间坐标( x , y , z )和一维时间坐标 t 所构成的四维系.其流形记为

M = R
4 = { ( x 0, x 1 , x 2 , x 3) = ( t , x , y , z ) ,　x

!∈ R ,　! = 0, 1, 2, 3} ,

在四维系中, 相应的 4-形式 #4 ( R
4 )的基为

% = dx
0#dx

1#dx
2#dx

3
. ( 6)

根据式( 5) ,利用缩并 i�!%= %!,则不难求得 3-形式 # 3( R 4)的基为

%0 = dx 1#dx 2#dx 3,　 %1 = - dx 0#dx 2#dx 3 ,

%2 = dx
0#dx

1#dx
3
,　 %3 = - dx

0#dx
1#dx

2
.

( 7)

由于 3-形式的基共 4个,自然可用它表示 M inkow ski时空坐标系中的向量场.

若 V 是 R
4 上的向量场,即 V = V

!�!. 根据式( 5) ,可求得一个有用的公式为

& = i !%= V
!
i�!% = V

!%!. ( 8)

现对上式任意 3-形式 # 3 ( R4 )和式( 10)的两边作外微分运算.借助于式( 6) , ( 7) ,不难求得〔9～15〕
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d& = d( V
!%!) = ( �!V !

)%, ( 9)

利用缩并 i �!%!= % !,则可求得 2-形式 # 2
( R

4
)的基为

%01 = - dx
2#dx

3
= - %10, 　 %02 = dx

1#dx
3

= - %20,

%03 = - dx 1#dx 2 = - %30, 　 %12 = - dx 0#dx 3 = - %21 ,

%13 = dx
0#dx

2
= - %31 ,　 %23 = - dx

0#dx
1

= - %32.

( 10)

　　可见, R
4
上 2-形式的基共有 6个. 用式( 12)中的 6个基,对于任意 2-形式 ∃∈# 2

( R
4
) , 则

可将它写成

∃ = ∋
 , !
∃ !% !/ 2,　 ∃ ! = - ∃ !,　  , != 0, 1, 2, 3, ( 11)

式中,重复指标  和 !为哑标, 是反对称的.可利用爱因斯坦约定,将式( 11)简写为

∃= ∃ !% !/ 2,　  , ! = 0, 1, 2, 3. ( 12)

由式( 11)可知, 任意 2-形式 ∃∈#2
( R

4
) 具有 6 个项, 且又是反对称的. 因此可用它表示

M inkow ski时空坐标系中的二阶反对称张量. 如前已述及电磁场量 D～H 和 E～B分别可用

二阶反对称张量 H
 !和 F

 !描述.因而现在便可用形如 2-形式 # 2( R 4 )的表示式( 11)或式( 12)表

达.

现对任意 2-形式式( 12)的两边作外微分运算,借助式( 7)和( 10) , 不难求得〔10～16〕

d∃= ( � ∃ !)%,　 , != 0, 1, 2, 3. ( 13)

3 　由电荷守恒定律导出麦克斯韦电磁场方程组

3. 1　缩并 ig%封闭的充要条件
利用公式( 8)求电流向量场 g(如式( 4) )与 4-形式 %(如式( 6) )的缩并, 可得 3-形式为

i g%= J
!
i�!% = J

!%!, ( 14)

再利用式( 9) ,对式( 14)作外微分运算,得

d( i g%) = d( J
!%!) = ( �0�+ �1J

1
+ �2J

2
+ �3J

3
) =

( �0�+
�
�J)% = (

��
�t +

�
�J) %. ( 15)

显然,从式( 14)可知,当且仅当

��
�t +

�
�J = 0, ( 16)

则有d( ig%) = 0,这时3-形式 ig%封闭.换句话说,满足式( 16)是3-形式 i g%封闭的充要条件.然

而,式( 16)正是电荷运动的基本规律——电荷守恒定律.可见, 只有以存在电荷守恒定律为前

提,方可导致 i g%封闭.

3. 2　Poincare定理

若 ∃为流形M 上的 p-形式, 对于它存在一个( p - 1)形式 (.那么,当 d(= ∃时,则有d∃=

0. 其逆定理则指出, 若 ∃是一个在开集  � M 上的 p 形式. 那么, 当 d∃= 0时, 则必存在一个

( p - 1) -形式 (,满足 ∃= d(〔6～8〕.

正如节 3. 1证明过和强调过的那样,当且仅当电荷守恒定律存在时,方可导致缩并 ig%封
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闭, d( i g%) = 0.于是,根据 Poincare逆定理,可直接得到

ig% = dH . ( 17)

这时缩并 ig%被称为具有恰当形式, 式中微分形式H 比 ig%的次低一次.因为 i g%是 3形式,于

是 H 必为 2-形式.

3. 3　论证结果

既然 H 为 2-形式,而在 M inko wski时空坐标系中, 2-形式必须表达如式( 11)或式( 12) ,

即可得

H =
1
2H

 !% !, 　 , != 0, 1, 2, 3. ( 18)

同时,依照( 13)式, 2-形式 H 必须满足恒等式

dH = ( � H !)%!,　 , != 0, 1, 2, 3. ( 19)

从式( 14)和式( 17)可得到

dH = J
!%!. ( 20)

将式( 20)同式( 19)相比较, 最后求得

� H ! = J
!, 　 , != 0, 1, 2, 3. ( 21)

对于无磁荷、无磁流的现实共认的状态下, 同理可和

� F !
= 0,　 , != 0, 1, 2, 3. ( 22)

式( 21)和( 22)正是麦克斯韦电磁场方程组的缩写式.式中 H
 !和 F

 !正是描述电磁场 D～H 和

E～B的二阶反对称张量,它们的组元有其相应的矩阵( 3)表达.于是,最终论证了由电荷守恒

定律(
��
�t +

�
·J) = 0导出麦克斯韦电磁场方程组

� H != J
!,　 � F ! = 0,

�
�D = �,

�
× H - �tD = J,

�
�B = 0,

�
× E + �tB = 0,

 (  , != 0, 1, 2, 3) .

4 　结论

至此,已论证了电荷的运动规律可确定电磁场的运动规律,也就是电磁场运动规律的本原

来自于场源电荷的运动规律.这一结论在认识论上、学术上、理论上的意义和价值是无可非议

的.其次,从论证引用的数学手段表明:唯有凭借统一的现代数学的几何方法,我们的论证才得

以奏效.“几何式”的探讨方法优越于分析方法的表述,超越于分析方法所能获得的描述结果.
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Characteristics of Motion of Electromagnetic Field

Can Be Determined by Applying Characteristics

of Motion of Electric Charge

Chen Qiangshun
� 　　Wang Jiancheng

�

( � Dept . of Phys. , T on gji Univ. , 200092, Sh angh ai;

� College of Info. Sci. & Eng . , Huaqiao Univ. , 362011, Qu anz hou)

Abstract　Char act erist ics o f motion of electr o magnetic field can be deter mined by char act erist ics o f motion of

electr ic cha rg e. In o ther w or d, char acter istics of motion of electr ic cha rg e can deter mine cha racter istics of

mot ion o f electr omag netic field. T he abo ve conclusio n is demo nstr ated in the lig ht of poincar e theor em, it is

dem onstrat ed by using contr actio n ( inter io r pro duct) o f v ector field and differ ential for m as w ell as operat ion

of ex ter io r differ ent iation.

Keywords　differ ent ial for m, ex ter io r differ ent iation, co ntr actio n ( inter io r pr oduct ) , poincar e theor em
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