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关于 Lucas猜想的推广形式
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(广西民族学院数学与计算机科学系,南宁 530006)

摘要　利用初等数论方法,证明了丢番图方程 x ( x + 1) ( 2x+ 1) = 2py 2在素数 p � 1( mod8)时,仅

有正整数解( p , x , y ) = ( 3, 1, 1) , ( 3, 24, 70) , ( 11, 49, 105) . 从而, 获得了 Lucas 猜想的简洁初等证

明 . 同时, 基本解决了丢番图方程 x ( x+ 1) ( 2x+ 1) = Dy n 的求解问题 .
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1875年, Lucas猜想
〔1〕了丢番图方程

x ( x + 1) ( 2x + 1) = 6y 2 ( 1)

仅有正整数解( x , y ) = ( 1, 1) , ( 24, 70) . 1919年, Watson〔2〕利用椭圆函数给出了证明 . 1952年,

L jungg ren〔3〕利用二次域理论给出了证明 . 1969年, M ordell〔4〕指出Watson 和 Ljungg ren的证

明,既复杂又非初等,希望有人能给出初等证明 . 1981年, Guy
〔5〕
把 Mordell 征求的初等证明,

列为数论中尚未解决的难题 . 1985年,徐肇玉和曹珍富〔6〕宣布找到了初等证明,但未见发表其

证明过程 . 1985年,马德刚〔7〕给出了长达万余字的初等证明, 但仍不令人十分满意 . 1990 年,

洪伯阳
〔8〕
征求 Lucas猜想的简洁初等证明 . 本文在文〔9〕的基础上,进一步研究了 Lucas猜想

的推广形式 . 从而,获得了 Lucas猜想的简洁初等证明 .

1 　Lucas猜想的简洁初等证明

引理 1
〔4〕　p 为奇素数,则丢番图方程 x

4- 2py 2= 1仅有正整数解 p= 3, x = 7, y= 20.

引理 2
〔10〕
　方程组 x

2
+ ( x+ 1)

2
= z , y

2
+ ( y+ 1)

2
= z

2
,仅有正整数解( x , y , z ) = ( 1, 3, 5) .

引理 3
〔11〕　Pell方程 x

2- 2y
2= 1的无穷多组正整数解( x n , y n) ,均满足 x n+ 2= 6x n+ 1- x n,

x 1= 3, x 2= 17,或 yn + 2= 6yn+ 1- y n, y 1= 2, y 2= 12.

引理 4　p 为奇素数, 则丢番图方程

p
2
x

2 - 8y 2 = 1, p � 1( mod8) ( 2)

仅有正整数解 p = 3, x = y= 1和 p = 11, x= 3, y= 35.

　　证明　设式( 2)有正整数解( x , y ) ,则( px 2+ 1) ( p x 2- 1) = 8y 2. 因( px 2+ 1, p x 2- 1) = 2,
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故式( 2)给出式( 3)或式( 4) .

px
2
- 1 = 4t

2
, p x

2
+ 1 = 2s

2
, y = t s, ( t , s) = 1, ( 3)

px
2 + 1 = 4t2 , p x

2 - 1 = 2s2, y = t s, ( t , s) = 1. ( 4)

因 p � 1( mod8) ,故由式( 3)有 2� t且 p≡1( mod8) ,矛盾 . 由式( 4)推出式( 5)或式( 6) .

s
2 - 2t 2 = - 1, 2t + 1 = x

2
1, 2t - 1 = px

2
2 , x = x 1x 2 , ( 5)

s
2 - 2t 2 = - 1, 2t - 1 = x

2
1, 2t + 1 = px

2
2 , x = x 1x 2 . ( 6)

因 t与 s 必为奇数, 由式( 5)的第 2式有 x
2
1= 2t+ 1≡- 1( mod4) ,矛盾 . 方程组( 6)显然有正整

数解 s= t= x 1= 1,从而 p = 3, x 2= 1. 即方程( 2)有正整数解 p = 3, x= y= 1.若式( 2)还有 x> 1

的正整数解( x , y ) ,则令 x 1= 2m+ 1, s= 2n+ 1.代入式( 6)的前两式, 得

m
2 + (m + 1) 2 = t, n

2 + ( n + 1) 2 = t
2, m, n, t ≥ 1. ( 7)

由引理 2知, 方程组( 7)仅有正整数解(m, n, t) = ( 1, 3, 5) ,代入式( 6)得( p , x , y ) = ( 11, 3, 35) .

定理 1　p 为奇素数, 则丢番图方程

x ( x + 1) ( 2x + 1) = 2p y 2, 即 p � 1( mod8) ( 8)

仅有正整数解( p , x , y ) = ( 3, 1, 1) , ( 3, 24, 70) , ( 11, 49, 105) .

证明　设方程( 8)有正整数解( x , y ) . 因 x ( x+ 1)与 2x+ 1互素,并据文献〔4〕知 x ( x+ 1)

= v
n
( n≥2)无正整数解,故由方程( 8)有式( 9)或式( 10) .

2x + 1 = u
2 , x ( x + 1) = 2p v 2, y = uv , ( u, v ) = 1, ( 9)

2x + 1 = pu
2
, x ( x + 1) = 2v

2
, y = uv , ( u, v ) = 1. ( 10)

由式( 9)有 u
4
- 2p ( 2v )

2
= 1,据引理 1仅有正整数解( p , u, v ) = ( 3, 7, 10) .从而,此时仅有解

( p , x , y ) = ( 3, 24, 70) .由式( 10)有 p
2
u

4
- 8v

2
= 1.

因 p � 1( mod8) ,由引理 4仅有正整数解( p , u, v ) = ( 3, 1, 1) , ( 11, 3, 35) .故这时方程( 8)

仅有解( p , x , y ) = ( 3, 1, 1) , ( 11, 49, 105) .

定理 2　p 为奇素数, 则丢番图方程

x ( x + 1) ( 2x + 1) = 2py
2
, p ≡ 1( mod8) ( 11)

的正整数解为( p , x n, y n ) = ( p , 8t
2
n, 2unt nsn) . 其中正整数 p , u, t, s 满足

sn+ 2 = 6sn+ 1 - sn , s1 = 3, s2 = 17, ( 12)

t n+ 2 = 6tn+ 1 - tn , t 1 = 1, t2 = 6, ( 13)

pu
2
n = 16t 2n + 1, p ≡ 1( mod8) . ( 14)

　　证明　设式( 11)有正整数解( x , y ) , 则类似于定理 1, 必有

pu
2 = 2x + 1, x ( x + 1) = 2v 2, y = uv , ( u, v ) = 1. ( 15)

因 p≡1( mod8) ,故有 2�x . 由式( 15)的第二式有

x + 1 = s
2, x = 2r 2, v = rs, ( r, s) = 1, ( 16)

故有 s
2- 2r

2= 1, 从而 2�r. 令 r= 2t. 则有

pu
2
= 16t

2
+ 1, s

2
- 8t

2
= 1, ( s, t ) = 1. ( 17)

　　由引理 3可知, p , u, s, t满足式( 12)～( 14) . 顺便指出,定理 1实际上给出了 Lucas 猜想

的简洁初等证明, 而由定理 2 易得 p≡1( mod8)的解( p , x , y ) = ( 17, 8, 6) , ( 577, 288, 204) ,

( 665 857, 332 928, 235 416) . 我们猜想必存在无穷多个素数 p ,使得方程( 11)有正整数解 .
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2 　Lucas猜想的推广形式

引理 5
〔12〕　丢番图方程( 18)～( 21) ,它们均无正整数解 . 即

x ( x + 1) = y
n , x ≥ 1, y ≥ 1, n ≥ 2, ( 18)

x ( x + 1) = 2y n , x > 1, y > 1, n≥ 3, ( 19)

x
3 - Dy

3 = ± 1, D = 4, 8, 16, ( 20)

x
5 - Dy

5 = ± 1, D = 4, 8, 16. ( 21)

　　引理 6
〔4〕　n≥5,则丢番图方程( 22) ,最多有一组正整数解( x , y ) .

�x n - Dy
n� = 1, D = 4, 8, 16. ( 22)

　　引理7
〔4〕　方程 x

4- py
2= 1( p 为素数)仅有正整数解( p , x , y ) = ( 5, 3, 4) , ( 29, 99, 1 820) .

定理 3　p 为素数,则丢番图方程

x ( x + 1) ( 2x + 1) = y
n, n≥ 2, ( 23)

x ( x + 1) ( 2x + 1) = p y
n
, n≥ 2 ( 24)

中,式( 23)无正整数解,式( 24)仅有正整数解( n, p , x , y ) = ( 2, 5, 4, 6) , ( 2, 29, 4 900, 90 090) .

证明　设式( 23)有解( x , y ) ,因( x ( x+ 1) , 2x+ 1) = 1,故必有 x ( x + 1) = u
n , 2x + 1= v

n, y

= uv , ( u, v ) = 1.因 n≥2,由引理 5知 x ( x+ 1) = u
n 无解,故式( 23)无解 . 设式( 24)有正整数

解( x , y ) .因 x ( x+ 1) = v
n无解,故必有

2x + 1 = u
n , x ( x + 1) = p v

n, y = uv , ( u, v ) = 1. ( 25)

当 n= 2时,由式( 25)得 u
4- 4p v

2= 1, 由引理 7 知仅有正整数解( p , u, v ) = ( 5, 3, 2) , ( 29, 99,

910) ,故式( 24)有正整数解( n, p , x , y ) = ( 2, 5, 4, 6) , ( 2, 29, 4 900, 90 090) . 当 n≥3时, 由式

( 25)有式( 26)或式( 27) .

2x + 1 = u
n, x = s

n, x + 1 = p t
n, y = ust , ( 26)

2x + 1 = u
n, x = p t

n, x + 1 = s
n, y = ust . ( 27)

由此, 推出 2x ( 2x + 1) = 2( us)
n或( 2x + 1) ( 2x+ 2) = 2( us)

n .因 n≥3, 故由式( 19)知这两个方

程均无正整数解 .

定理 4　p 为奇素数, 则丢番图方程

x ( x + 1) ( 2x + 1) = 2p y
n
, x > 1, n≥ 3, ( 28)

在 n= 3, 5及 n为偶数时无正整数解,在 n> 5为奇数时至多有一组正整数解 .

证明　设式( 28)有正整数解( x , y ) , 则必有式( 29)或式( 30) .

2x + 1 = pu
n
, x ( x + 1) = 2v

n
, y = uv , ( u, v ) = 1, ( 29)

2x + 1 = u
n , x ( x + 1) = 2p v n , y = uv , ( u, v ) = 1. ( 30)

根据引理 5,式( 29)的第二式无解 . 当 n为偶数时,由式( 30)有u
2n
- 8p v

n
= 1,由引理 1仅有正

整数解 p = 3, u
n
2 = 7, v

n
2 = 10, 但

n
2≥2, 显然不成立 . 即当 n≥4为偶数时, 方程式( 28)无解 .

当 n为奇数时,由式( 30)有式( 31)或式( 32) , ( 33) , ( 34) .

2x + 1 = u
n
, x = s

n
, x + 1 = 2p t

n
, y = ust, ( 31)

2x + 1 = u
n
, x = 2p t

n
, x + 1 = s

n
, y = ust, ( 32)

2x + 1 = u
n , x = 2sn , x + 1 = p t

n , y = ust, ( 33)
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2x + 1 = u
n
, x = p t

n
, x + 1 = 2s

n
, y = ust. ( 34)

由式( 31) , ( 32)有 2x ( 2x+ 1) = 2( us)
n
或( 2x+ 1) ( 2x+ 2) = 2( us)

n
,但由式( 19)知此两方程均

无正整数解; 由式( 33) , ( 34)有 u
n- 4s

n= ±1. 据引理 5知, u
3- 4s

3= ±1, u
5- 4s

5= ±1均无正

整数解,故式( 28)在 n= 3, 5时均无正整数解 . 当 n> 5为奇数时, 由引理 6知 u
n- 4sn= ±1最

多有一组正整数解,故式( 28)在 n> 5时至多有一组正整数解 .

定理 5　p 为奇素数, 则丢番图方程

x ( x + 1) ( 2x + 1) = 4p y
n
, n≥ 2. ( 35)

它在n 为偶数时,仅有正整数解( n, p , x , y ) = ( 2, 5, 4, 3) , ( 2, 29, 4 900, 45 045) . 在 n= 3, 5时,

无正整数解 . 在 n> 5为奇数时,最多有一组正整数解 .

证明　设式( 35)有正整数解( x , y ) , 则有式( 36)或式( 37) .

2x + 1 = u
n
, x ( x + 1) = 4p v

n
, y = uv , ( u, v ) = 1, ( 36)

2x + 1 = pu
n, x ( x + 1) = 4v n, y = uv , ( u, v ) = 1. ( 37)

当 n= 2时,由定理 3知仅有解( p , x , y ) = ( 5, 4, 3)和( 29, 4 900, 45 045) . 当 n≥4为偶数时,式

( 37)显然无解 . 由式( 36)有 u
2n
- 16p v

n
= 1, 据引理 7知, 仅有解 p= 5, u

n
2 = 3, v

n
2 = 1 和 p =

29, u
n

2 = 99, v
n

2= 455,显然无解 . 当 n≥3为奇数时,由式( 36) , ( 37)有式( 38)或式( 39) , ( 40) ,

( 41) , ( 42)和( 43) .

2x + 1 = u
n
, x = s

n
, x + 1 = 4p t

n
, y = ust , ( 38)

2x + 1 = u
n
, x = 4p t

n
, x + 1 = s

n
, y = ust , ( 39)

2x + 1 = u
n
, x = 4s

n
, x + 1 = p t

n
, y = ust , ( 40)

2x + 1 = u
n, x = p t

n , x + 1 = 4sn , y = ust , ( 41)

2x + 1 = p u
n , x = 4t n, x + 1 = s

n , y = ust , ( 42)

2x + 1 = p u
n , x = s

n, x + 1 = 4tn , y = ust . ( 43)

由 式( 38) , ( 39)有 2x ( 2x + 1) = 2( us)
n
或( 2x + 1) ( 2x+ 2) = 2( us)

n
, 显然无解 . 由式( 40)～

( 43)有 u
n
- 8s

n
= ±1或 s

n
- 4t

n
= ±1.由引理 5和引理 6知, 这 4个方程在 n= 3, 5时均无正整

数解,在 n> 5为奇数时最多有一组正整数解 . 因此,方程( 35)在 n= 3, 5时无解,在 n> 5为奇

数时最多有一组正整数解 .

定理 6　p 为奇素数, 则丢番图方程

x ( x + 1) ( 2x + 1) = 8p y
n
,　　n≥ 3, ( 44)

在 n= 3, 5及 4�n时无正整数解,在 n> 5时最多有一组正整数解 .

证明　设式( 44)有正整数解( x , y ) , 则有式( 45)或式( 46) .

2x + 1 = u
n , x ( x + 1) = 8p v n, y = uv , ( u, v ) = 1, ( 45)

2x + 1 = pu
n, x ( x + 1) = 8v n, y = uv , ( u, v ) = 1. ( 46)

若 4�n,由式( 45)有 u
2n
- 32p v

n
= 1. 由引理 1 仅有解 p = 3, u

n
2 = 7, v

n
2 = 5,矛盾 . 由( 46)有式

( 47)或式( 48) .

x + 1 = s
n, x = 8tn , v = st, ( s, t ) = 1, ( 47)

x + 1 = 8t n, x = s
n , v = st, ( s, t ) = 1. ( 48)

因 n= 4m, 式( 47)有 s
4m- 8t4m= 1,无解;由式( 48)有 s

4m= 8t 4m- 1≡- 1( mod8) ,矛盾 . 故当 4�
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n时,方程( 44)无解;若 n≥3时,由式( 45) , ( 46)有式( 49)或式( 50) , ( 51) , ( 52) , ( 53)或( 54) .

2x + 1 = u
n
, x = s

n
, x + 1 = 8p t

n
, y = ust , ( 49)

2x + 1 = u
n
, x = 8p t

n
, x + 1 = s

n
, y = ust , ( 50)

2x + 1 = u
n
, x = 8s

n
, x + 1 = p t

n
, y = ust , ( 51)

2x + 1 = u
n
, x = p t

n
, x + 1 = 8s

n
, y = ust , ( 52)

2x + 1 = p u
n
, x = 8t

n
, x + 1 = s

n
, y = ust , ( 53)

2x + 1 = p u
n
, x = s

n
, x + 1 = 8t

n
, y = ust . ( 54)

由式( 49) , ( 50)有 2x ( 2x+ 1) = 2( us)
n 或( 2x + 1) ( 2x+ 2) = 2( us)

n ,均无解; 由式( 51)～( 54)

有 u
n- 16sn= ±1或 s

n- 8t n= ±1.由引理 5知,这 4个方程在 n= 3, 5时, 均无解;在 n> 5时,

最多有一组正整数解 . 即方程( 44)在 n= 3, 5时无正整数解, 在 n> 5时最多有一组正整数解.
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Generation of Lucas Confecture

Wang Yunkui
(Dept. of Math. & Comput . Sci. , Guangxi Univ. , 530006, Nanning )

Abstract 　By using method of elem ent ary number theor y , the authovs pr ove that the diophantine equat ion x

( x + 1) ( 2x+ 1) = 2py 2 has po sitiv e interg er so lutions ( p , x , y ) = ( 3, 1, 1) , ( 3, 24, 70) and ( 11, 49, 105) only if

the pr ime p � 1( mod8) , t hus a concise elementar y so lution to lucas conjectur e will be obtained; they also

basically so lv e the diophant ine equation x ( x + 1) ( 2x+ 1) = Dy 2 .

Keywords 　diophantine equa tion, Lucas conjectar e, pasit ive int erg er so lution
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