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拟交比同胚的偏差估计

林珍连　　黄心中

(华侨大学经济管理学院,泉州 362011)

摘要　研究单位圆周上拟交比同胚的一些偏差估计,并对拟交比同胚作为 �-拟对称函数中的 �的
上界给出估计, 其结果改进了近期由 Zajac得到的相应结果 .
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实轴R 到 R上的一个单调增加连续函数 h称为拟对称:如果对一切 x , t∈R 及 t≠0, m ax

{
h( x + t ) - h( x )
h( x ) - h( x- t)

,
h( x ) - h( x- t )
h( x+ t) - h( x )

}有界;如果这个界限是 �,就称 h是 �-拟对称 . 我们知道 R

上的 �-拟对称函数, 刻画了上半平面 H 到 H 上的拟共形延拓的边界值 . 1987年, Krzyz�〔1〕给
出了单位圆周 T = { z‖z �= 1}上自同胚映照为拟对称函数的定义 . 即 h

~关于单位圆周T 是拟

对称的当且仅当存在一个常数 �≥1,使得对 T 的每一对不相交的, 相邻的,且具有相等弧长的

开子弧 �1, �2 有�h~( �1) � / �h~( �2) �≤�,其中���表示弧长 . 随后, Zajac
〔2〕给出了单位圆周上拟交

比同胚的定义, 即单位圆周 T 上的一个保向同胚映照 f 称为 T 的一个拟交比同胚.如果对 T

上不同 z 1 , z 2, z 3, z 4 所成的有序点组,存在常数 �≥1,满足

 1/ K [ z 1, z 2, z 3 , z 4 ] ≤ [ f ( z 1 ) , f ( z 2) , f ( z 3 ) , f ( z 4) ] ≤  K [ z 1, z 2, z 3 , z 4 ] , ( 1)

其中[ z 1, z 2, z 3, z 4 ] = { [ ( z 3- z 2 ) / ( z 3- z 1 ) ] / [ ( z 4- z 2 ) / ( z 4- z 1 ) ] }
1
2 ,  K ( t ) = !- 1 ( 1

K
!( t ) )是

Hersch-Pflug er
〔3〕
偏差函数, !( t ) , 0< t< 1,是环 D \ [ 0, r]的模 . 拟交比同胚是单位圆盘 ∀= { z

‖z �< 1}上拟共形映照的边界值的一种几何表征, 由于拟对称函数和拟交比同胚在拟共形映

照理论和 Teichm�ller 空间理论研究中起了重要的作用,促使不少学者开展研究,试图寻找两

类函数之间的异同点 . 本文将对拟交比同胚的象与原象及其辐角的偏差,以及其作为 �-拟对

称函数中的 �作进一步的研究, 改进 Zajac所得到的相应的结果 .

1 　几个相关定理

用 QT ( �)表示 T 上所有 �-拟对称函数的集合, Q
0
T ( �) = { f ∈Q T ( �) , f ( 1) = 1} ; A T ( K )表

示 T 上一切拟交比同胚所成的全体 . 特别地,置

A
0
T( K ) = { f � f ∈ A T ( K ) ,　　f ( z ) = z , z

3
= 1} .
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关于A T ( K )是不是拟对称的问题, Zajac在不考虑拟共形延拓条件下作出肯定的回答. 即证明

了下面的定理 .

定理A　如果 f∈A T ( K ) ,则存在一个常数 �= �( f , K ) ,使得 f∈Q T( �)且

�≤ #( K ) co t 2( ∃f / 4) , ( 2)

其中 ∃f = m in
z∈T

min{ arg
f ( - z )
f ( z )

, 2%- arg
f ( - z )
f ( z )

} .

　　定理B　如果 f ∈A
0
T( K ) , 则存在一个常数 �≥1,使得 f ∈Q

0
T ( �) ,满足

�≤
#( K ) (

1 + tg
2

3
∧ ( K )

1 - tg
2

3
∧ ( K )

)
2
　　1≤ K ≤ K 0 ,

1
3
#( K ) 16K - 1( 3 + 2 2 ) 2K　　K > K 0.

( 3)

式( 3)中

∧ ( K ) =

1 - (
K + 1

3K - 1
) 2　　1≤ K ≤

3
2

,

1 - ( 2K - 1)
- 2
　　

3
2 < K ≤ 4,

1 - 41- K　　K > 4.

( 4)

其中K 0 满足下列方程的解,即

1 + tg
2

3
∧ ( K ) =

3 + 2 2

3
( 1 - tg

2

3
∧ ( K ) ) .

　　定理C　设 f∈A
0
T ( K ) , K≥1且 z∈T ,则

� f ( z ) - z � ≤ ar gf ( z ) - ar gz � ≤ 4

3
∧ ( K ) . ( 5)

　　本文将对 A
0
T( K )中函数的偏差定理、�-拟对称函数中的 �的上界作进一步估计,从而改

进了Zajac的相应的结果 .

2 　主要结论及其证明

　　我们将证明下列的定理

定理 1　设 f ∈A
0
T( K ) , K≥1且 z∈T ,则

� f ( z ) - z � ≤

4

3
( 1 - ( K + 1

3K - 1
) 2) 1≤ K ≤ 3

2
,

2sin(
%
6

+ arctg

2 2
K (

1

2
) - 1

3
)

3
2

< K .

( 6)

　　证明　不失一般性,假设 z∈T ,满足 0≤arg z≤
2%
3

, �= arg z-
%
3

,则���≤ %
3

. 又设 z l=

e
2%
3
li
, l= 1, 2, 3,则有
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[ z 3, z , z 1, z 2 ] 2 = ( 1 - 3 tg �
2

) / 2. ( 7)

对任意 f∈A
0
T ( K )且 &= ar gf ( z ) - %

3
,成立

 2
1/ K (

( 1 - 3 tg �
2

)
1
2

2
) ≤

1 - 3 tg &
2

2
≤  2

K (
( 1 - 3 tg �

2
)

1
2

2
) . ( 8)

特别地,当 z= e
%
3
i
,即 �= 0,有

%
3 - 2arctg( ( 2 2

K (
1

2
) - 1) / 3 ) ≤ argf ( e

%
3
i)
) ≤

%
3

+ 2arctg( ( 2 2
K (

1

2
) - 1) / 3 ) . ( 9)

由于 f ( z )是保向的, 当 0≤arg z≤
%
3时,如果 arg z≥arg f ( z ) ,有

� f ( z ) - z � = 2sin ar gz - argf ( z )
2

≤ 2sin

%
3

- ar gf ( z )

2
≤ 1.

如果 ar gz≤ar gf ( z ) ,有

� f ( z ) - z �≤ 2sin(
%
6 + arctg

2 2
K (

1

2
) - 1

3
) .

当 %
3
≤arg z≤

2%
3
时,如果 arg z≥arg f ( z ) ,有

� f ( z ) - z �≤ 2sin

ar gz -
%
3

+ 2arctg

2 2
K (

1

2
) - 1

3
2

≤

2sin(
%
6

+ arctg

2 2
K (

1

2
) - 1

3
) ,

如果 ar gz≤ar gf ( z ) ,有

� f ( z ) - z � = 2sin
arg f ( z ) - arg z

2 ≤ 2sin

2%
3

- arg z

2 ≤ 1. ( 10)

　　当 z∈(
2
3 %,

4
3 %) , z∈(

4%
3 , 2%)时,用同样的方法可证� f ( z ) - z �诸不等式也是成立的 . 综

上所述,我们可知� f ( z ) - z �≤2sin(
%
6

+ arctg

2 2
K (

1

2
) - 1

3
) .又当 K >

3
2
时, 2sin(

%
6

+ arctg

2 2
K (

1

2
) - 1

3
) < 4

3
( 1- ( 2K - 1) - 2 ) .定理得证 .

234　　　　　　　　　　　　华 侨 大 学 学 报 (自 然 科 学 版 )　　　　　　　　　　　　2001年



定理 2　对每一个 K≥1, f ∈A
0
T ( K ) ,且 z∈T ,则�argf ( z ) - argz �≤A ( K ) ,其中

A ( K ) =

4

3
( 1 - (

K + 1
3K - 1

) 2 ) 1≤ K ≤
3
2

,

4

3
( 1 - ( 2K - 1) - 2 ) 3

2
< K ≤ K 0,

%
3 + 2arctg ( ( 2 2

K (
1

2
) - 1) / 3 ) K > K 0,

( 11)

其中K 0 满足方程
4

3
( 1- ( 2K- 1) - 2 ) =

2%
3

.

证明　类似定理 1的证明, 由式( 9) ,我们有下列的估计 . ( 1)当 0≤ar gz≤
%
3
时,有

-
%
3
≤ arg f ( z ) - arg z ≤

%
3

+ 2arctg ( ( 2 2
K (

1

2
) - 1) / 3 ) .

( 2) 当
%
3
≤ar gz≤

2%
3
时,有

-
%
3 ≤ arg z - ar gf ( z ) ≤

%
3 + 2arctg ( ( 2 2

K (
1

2
) - 1) / 3 ) .

因此,对 0≤argz≤
2%
3

,有

�ar gf ( z ) - ar gz � ≤ %
3 + 2ar ctg( ( 2 2

K (
1

2
) - 1) / 3 ) . ( 12)

由 f 的对称性知, 当 z∈(
2%
3

,
4%
3

) , z∈(
4%
3

, 2%)时, 式( 12)也成立 . 令 K 0 是方程
4

3
( 1- ( 2K

- 1) - 2) =
2%
3
的解,当 K > K 0 时,易证

%
3

+ 2ar ctg ( ( 2 2
K (

1

2
) - 1) / 3 ) <

4

3
( 1- 41- K ) .

根据定理C, 定理得证 .

定理 3　f ∈A
0
T( K ) , K≥1,则存在 �≥1, 使得 f∈Q

0
T ( �) ,满足

�≤
#( K ) [

1 + tg 2

3
( 1 - ( K + 1

3K - 1
) 2)

1 - tg 2

3
( 1 - ( K + 1

3K - 1
) 2)

]
2

　　1≤ K ≤ K 1 ,

1
3 #( K ) ( 1 + 2#( K ) )

2
　　K > K 1,

( 13)

其中 #( K ) =  2
K (

1

2
) /  2

1/ K (
1

2
) 〔3〕,且 1. 147< K 1< 1. 148,满足

1 + tg 2

3
( 1 - ( K + 1

3K - 1
) 2) = 3 ( 1 - tg 2

3
( 1 - ( K + 1

3K - 1
) 2) ) .

　　证明　设 f ∈A
0
T ( K ) ,当 z∈( 0,

%
3

)时,根据 f ( z )的保向性,有

0 < argf ( z ) ≤ argf ( e
3
%i ) ≤ %

3
+ 2arctg ( ( 2 2

K ( 1

2
) ) - 1) / 3 ) .
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由 f 的对称性知, arg f ( - z )的一个下界为 %- 2arctg ( ( 2 2
K ( 1

2
) - 1) / 3 ) . 这样,我们有

∃f >
2%
3

- 4arctg ( ( 2 2
K (

1

2
) - 1) / 3 ) . ( 14)

对 z∈(
%
3

,
2%
3

)及其它部分,同理可证式( 14)也成立 . 从而

cot 2(
∃f

4
) < (

3 + ( 2 2
K (

1

2
) - 1) / 3 )

1 - 3 ( 2 2
K (

1

2
) - 1) / 3 )

) 2 =

1
3

( ( 1 +  2
K (

1

2
) ) / ( 1 -  2

K (
1

2
) ) ) 2 =

1
3 (

2 2
K (

1

2
) +  2

1/ K (
1

2
)

 2
1/ K (

1

2
)

)
2

=
1
3 ( 1 + 2#( K ) )

2
.

根据文献〔3〕, #( K )可表为

#( K ) =
1
16

e%K -
1
2

+ ∋( K ) ,　　∋( K ) ∈ ( e- %K , 2e- %K ) .

所以,
1
3 #( K ) ( 1+ 2#( K ) ) 2<

1
3 #( K ) 16K - 1 ( 3+ 2 2 ) 2K . 另一方面, ∃f > m in

z∈T
( %- 2�arg f ( z )

- argz � )≥%-
8

3
( 1- (

K+ 1
3K - 1

) 2 ) , 令 K 1 为 ( 1+ tg
2

3
( 1- (

K + 1
3K - 1

) 2 ) ) = 3 ( 1- tg

2

3
( 1- ( K + 1

3K - 1
) 2) )的解 . 故( 13)式成立,定理证毕 .
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Distortion Estimates for Quasihommographies

Lin Zhenlian　　Huang Xinzhong
( College of Econ. M anag. , Huaqiao U niv. , 362011, Quanzhou)

Abstract 　So me distor tio n est imates o f qusihomm og raphies on unit circle are studied. Estimat e is also g iven

to the upper bound of � for quasihommo gr aphies to be r egar ded as �-quasisymmetr ic funct ion. T hese r esults

impr ove t he co rr espo nding results obtained by Zajac r ecently .
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