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同样指数集的更小本原矩阵类证明

赵　克　文

(琼州大学数学系,通什 572200)

摘要　李毓祁在《数学学报》上得到对角元非零至少有一对非零对称元,但非对称的 n 阶本原短阵

的指数集 E+
n = {2, 3, ⋯, 2n- 2} . 对此, 文中给出其中一更小类本原短阵已有此指数集, 且证明更

简洁又不引用任何结果 . 另外, 文中还给出一著名定理的简短证明 .
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一个 n 阶非负矩阵 A称为本原的,如果存在自然数 k, 使 A
k
> 0(即 A

k
的每一元均是正

数) .且若A
k- 1有元素为 0) ,则称 k 为 A的(本原)指数,记为 y ( A) = k.这里,数的运算为 a+ b

= max{a, b} , a·b= min{a, b} .

显然,把非负短阵 A的正元都换成1, 得到的( 0, 1)短阵A
′
,易知 y ( A) = y ( A

′
) .所以,本文

只研究( 0, 1)矩阵的本原性就足够 .

一个 n阶矩阵 A,可构造出一个 n点(阶)有向图D ( A) . 若A的( i, j )位置无为 1,则从点 i

至 j 连一条方向指向 j 的边(若 i= j ,则在 i画环) ;若 A的( i , j )位置的元为0,则无 i指向 j 的

边 . 此有向图记为 D ( A) . 反之,一有向图 D ,也对应一矩阵 A ( D ) . 显然, 上面得到的全体 n

阶有向图和全体 n阶矩阵一一对应 .

一个n阶有向图D , 称为本原的 . 若存在自然数 k,对任意自然数m≥k, D 的任意两点 i , j

均有从 i至 j 的边长为 m 的通道(通道允许经过一点或一边多次) . 且若存在两点 u, v 没有从

u到 v 的边长为 k- 1的通道,则称有向图 D 的(本原)指数为 k ,记为 y ( D ) = k.

有一个熟知的结果是 y ( A) = y ( D A) ) , D 是本原的当且仅当 D 是强连通(即任两点均

有两条反向通道) ,且有奇圈(环看做长为 1的奇圈) .

一个有向图D 的两点 i, j ,若存在自然数 k, 且对任意自然数m≥k,均有从 i 至 j 的边长为

m 的通道, 而没有边长 k- 1的通道,则称 k 为从 i至 j 的局部本原指数, 记为 y ( i, j ) = k. 显

然, n阶有向图 D , 有 y ( D ) = maxy ( i , j ) .上式中 1≤i, j≤n.

下面的结果是显然的 . 有向图 D 从 i 至 j 的边长为 m 的通道经过环点, 则 y ( i , j )≤m.

现给出 Varge
〔1〕
所著《矩阵迭代分析》一书中著名定理的简短证明 .

定理 1　d 个正对角元的 n 阶本原矩阵 A, 有 y ( A)≤2n- d - 1.
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　　证明　考虑 D ( A) ,因 D ( A)有 d 个环点且为强连通,记局部指数最大的为 y ( i 1, j 1 ) .让 i 1

→i 2→⋯→ih- 1→ih→i h+ 1→⋯→j 1是经环点且最短的通道,认为 ih是最先到达的环点 . 因通道

最短,所以 i s ( s= 1, 2,⋯, h- 1)是两两不相同点 . 即有 h- 1≤n- d, { ih , ih + 1,⋯, j 1}也是两两

不同的点 . 从而, �{ ih , ih + 1,⋯, j 1} �≤n因此有 y ( i1 , j 1 )≤2n- d - 1.

记 E
i
n为恰有 i 个正对角元,并至少有一对非零对称元且非对称本原短阵指数集 . 文〔2〕

有 E
+
n = �∪E

i
n= { 2, 3,⋯, 2n- 2} .

由定理 1及有非对称元知 E
+
n � { 2, 3, ⋯, 2n- 2} . 此时,若 E

1
n= { 2, 3, ⋯, 2n- 2} ,则不仅

证明了文〔2〕的结果,且得到更精确的认识.

现在,我们证其中一类 E
1
n 就有此指数集 . 且本文的证明更简洁且不引用任何结果 .

定理 2　E
1
n= { 2, 3,⋯, 2n- 2} .

证明　因有非对称元, 所以 1∈E
1
n . 又有定理 1, 所以 E

1
n� { 2, 3, ⋯, 2n- 2} .

考察图 1,显然 y ( D ) = y ( A ( D ) ) = k( 3≤k≤n) .当 k= 2时, 从点 1至点 n 连一条有向

边,就是非对称图.因此,图 1的本原矩阵为非对称, 且指数为 2. 可见, { 2, 3,⋯, 2n- 2}� E
1
n .

再考察图 2,显然知 y ( D ) = y ( �l , �n) = 2n- l≥max ( �i , �j ) , 式中 2≤l< n, 1≤i, j≤n. 因

此,可得{n+ 1, n+ 2, ⋯, 2n- 2}� E
1
n,从而有 E

1
n= { 2, 3,⋯, 2n- 2} .
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A Simple Proof that a Still More Small Class of Primitive

Matricas Have the Same Exponent Set

Zhao Kewan
( Dept . of M ath. , Qiongzh ou U niv. , 572200, Tongshi)

Abstract 　L i Yuqi had obtained exponent set E+
n = {2, 3, ⋯, 2n- 2} of non-symmet rical n o rder primitive ma-

tr ices, of which diagonal element has at teast a pair of nonzer o sym metric elements. Wit hout the cit ation of

any r esult, t he author s mo re succintly pro ve that a st ill more small class of these pr cm itiv e m atrices have this

exponent set a lr eady . Besides, a brief pr oo f is given to a famous theor em.
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