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唯一极值映照为正则Teichm�ller
映照的充要条件

刘　金　雄

(华侨大学经济管理学院,泉州 362011)

摘要　设 f 为单位圆 D= { �z �< 1}到自身,且与 f 有相同边界值的拟共形映照类 Qf 中的唯一极

值拟共形映照, f 的最大特征 K > 1. 那么, f 为正则 T eichm�ller 映照的一个充分必要条件是存在

一列 Jordan 曲线 �n. �n的内部为 Dn, ∪
∞

n= 1
Gn= D , 且 f ��n无本质边界点, n= 1, 2,⋯. 即 �n 上的每一点

关于 f ��n的点特征,都小于从 Gn 到 f ( Gn)以 f ��n为边界值的极值拟共形映照的最大特征 .
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1　 问题的提出

设 f 为单位圆 D= { �z � < 1}到自身的一个拟共形映照, � 为 �D上不少于 4点的闭集, 而

Q ( f , D , � )表示从 D 到 f ( D )且在 � 上与 f 有相同的值的拟共形映照的全体所成的类 . 对于

任一g∈Q ( f , D , � ) ,置
 g ( z ) = g z

-/ g z , 　　‖ g‖∞ = ess sup
z∈D
� g ( z ) � . ( 1)

由正规性,至少存在一个 f
*
�∈Q( f , D , � ) ,使得
k
*
� = ‖ f *� ‖∞ = inf

g∈Q( f , D , � )
‖ g‖∞. ( 2)

我们记

K
*
� = ( 1 + k

*
� ) / ( 1 - k

*
� ) . ( 3)

这样的映照 f
*
� 称为Q ( f , D , � )中的极值映照 . 而假如这样的 f

*
� 是唯一的,则称 f

*
� 为 Q ( f ,

D , � )中的唯一极值映照 . 当 � = �D 的情形,我们记 Q f = Q ( f , D , � ) ,以及
f

* = f
*
�D , k* = k

*
�D , K * = K

*
�D . ( 4)

显然, K
*
�≤K

*
. 对于 !∈�D ,置

K
*
! = inf K

*
� , ( 5)

其中 � 取自 �D上的所有以 !为内点的弧 . 称 K
*
! 为在点 !上 f � �D的特征 . 显然, K *

!≤K
* .

若 K
*
!= K

* ,则称 !为 f � �D的一个本质边界点〔1〕或 f � �D有本质边界点 !. 当 D 为边界不少于 4
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点的单连通区域的情形,可类似地定义本质边界点 .

　　定理A
〔1〕　设 f ( z )为 D 到 D的拟共形映照, !∈�D . 那么, f 为极值拟共形映照且 !为本

质边界点,其充分必要条件是存在D 内一全纯函数列{∀ n} ,满足下面的式( 6)～( 8) . 即

‖∀ n‖ = �
D

�∀ n�dxdy ≤ 1, 　　　n = 1, 2, 3, ⋯, ( 6)

lim
n→∞

∀ n ( z ) = 0, 在 D
- \ {!} 的任一闭子集上一致, ( 7)

lim
n→∞�

D

 f ( z ) ∀ ndxdy = ‖ f‖∞ = k. ( 8)

　　设 h为 Jor dan曲线 �到 Jordan 曲线 �′的保向同胚,且 h能拓广为 �的一个内部领域到 �′

的一个内部邻域的一个拟共形映照 h
~. 所有 h

~的最大特征 H
~ 的下确界 H ,称为边界同胚 h 的

特征 . 若 f 的复特征具有形式

 f = f z-/ f z = k#-0 / �#0� , a. e. , z ∈ D , ( 9)

其中 k 为常数, 0≤k< 1, #0在 D中全纯,则称 f 为关于 #0的正则 T eichm�ller 映照.

定理B
〔2〕　设 f 为最大特征 K > 1, 且为 Q f 中的唯一极值映照 . 若存在一列 Jordan曲线

�n , �n 的内部区域为 Gn , ∪
∞

n= 1
Gn = D , 且对任何 n, 边界同胚 f ��n的特征 H n< K , 则 f 是正则

Teichm�ller 映照 .

本文利用本质边界点的概念,给出了唯一极值映照为正则 T eichm�ller 映照的一个充分

必要条件 . 我们的结果:

定理 1　设 f 为最大特征 K > 1, 且 Qf 中的唯一极值映照 . 那么, f 为正则 T eichm�ller

映照的一个充分必要条件: 存在一列 Jordan 曲线 �n , �n的内部为 Gn, ∪
∞

n= 1
Gn= D ,且 f ��n无本质

边界点, n= 1, 2, ⋯. 即 �n上的每一点关于 f ��
n
的点特征,都小于从 Gn到 f ( Gn)以 f ��

n
为边界

值的极值拟共形映照的最大特征 .

定理1的结果有点怪 . 因为一个属于 Reich的例子
〔1〕说明了有唯一极值正则T eichm�ller

映照 f , 其伴随二次微分范数有限, 但 f ��
n
仍有本质边界点 . 本质边界点还有另一种等价定

义,详见文〔2, 3〕. 作为定理 1的一个应用,我们证明了下面的定理 2.

定理 2　设 f 为 Q f 中的唯一极值映照 . 若  f ( z ) = k#-/ �#� , 其中 k 为常数, 0≤k< 1, #在
某圆环 D r= { r< �z �< 1}内连续且其零点是孤立的 . 那么, f 必为正则 T eichm�ller 映照 .

在定理 2的假设下,我们可对Reich在〔3〕中提出的一个问题, 作出肯定的回答 .

2　 定理 1的证明

D 上满足式( 6)和式( 8)的全纯函数列{∀ n} ,我们称之为关于  f ( z )的一个Hamilton序列.

若  f ( z )的Hamilton序列{∀ n}内闭一致收敛于零,则称{∀ n}为退化的 Hamilton 序列 . 为了充

分性的证明, 我们需要引述下面的Fehlmam 和 Sakan的结果 .

引理 1
〔3〕　设 W 为 f � �D的所有本质边界点的集合, f 为 Qf 的极值拟共形映照, {∀ n}是关

于  f ( z ) = f z
-/ f z 的一个退化的 Hamilton 序列 . 那么,对每一关于 D

- 的相对开集 U ,W � U ,有

lim
n→∞�

D \ U

�∀ n�dxdy = 0.
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　　文〔3〕中指出,当W 为空集时,关于  f 任一Hamilton 序列必非退化 . 这样, f 便是一个正

则 T eichm�ller 映照, 其伴随二次微分范数为 1. 由于本质边界点是共形不变量, 故当 D 为

Jo rdan区域时,引理 1仍成立 .

由充分性的假设条件,对固定的 n, f ��
n
无本质边界点 . 引理 1告诉我们, 从Gn到 f ( Gn )以

f ��n为边界值的极值拟共形映照 f n是唯一的正则 Teichm�ller 映照,其伴随二次微分 #n在 Gn

中全纯,范数‖#n‖< ∞. 但是, f 为 Q f 中的唯一极值映照,必有 f �Gn= f n. 若不然, 我们可定

义 f
*
( z ) , 当 z∈D \ G n, f

*
( z ) = f ( z ) ;当 z∈Gn, f

*
( z ) = f n ( z ) .显然 f

* � �D= f � �D ,且 f
*
( z )为

极值拟共形映照 . 这与 f 的唯一极值性相矛盾 . 这样, 我们便证明了在每个 Gn 中, f 是一个

其伴随二次微分的范数为有限的正则 Teichm�ller 映照 . 因此, f 为一个正则 Teichm�ller 映

照,其伴随二次微分 #的范数可以为无限 . 充分性得证 .

必要性的证明需用到 Harring ton和 Ortel的结果 .

引理 2
〔4〕
　全纯函数列{∀ n}满足式( 6) ,且内闭一致收敛于零 . 若  f ( z )在 D 上有界可测,

在 r 0≤�z �< 1上连续,则

lim
n→∞�

D

 ( z ) ∀ n ( z ) dxdy = 0.

此结论表明, 若极值映照 f 的复特征  f ( z )在某圆环 r0≤�z �< 1上连续, 则其任一 Hamilton

序列必非退化或 f 为共形映照 .

由必要性的假设条件, f 是一个正则 Teichm�ller 映照,  f = k#-/ �#� , 其伴随二次微分 #在
D 中全纯 . 因此, #的零点在任何固定的圆{ �z �< r } ( r< 1)内至多只有有限个 . 我们可将 #的

零点按其模的大小排列为 t0< t1< t 2< ⋯< t n< ⋯,即 #的零点只位于集E= ∪
∞

n= 1
{ �z �= tn}中, 在

D \ E 中无 #的零点 . 在区间( ti- 1, t i)内任意插入两点 r′i, r i, ( r′i< r i) , i= 1, 2,⋯.作 Cn= { � z �
= r n} , G n= { �z � < rn} ; rn 1, n→∞(若{ ti }只包含有有限个点,其中最大者为 tN , 则 N 后的

( r′i, r i)任意选取) .从而, #在{ r′n≤�z �≤rn}上无零点 . 因此,  f = k#-/ �#�在{ r′n≤�z �≤r n}上

连续 . 由于 f 是唯一极值映照,由充分性的证明过程知, f �Gn是 Gn到 f ( Gn )以 f �Cn为边界值的
唯一极值映照,  f �Gn是 f �Gn的复特征 . 由引理 2知,  f �Gn的任一 Hamilton序列必非退化,而由

定理A , f �Gn无本质边界点 . 必要性获证 .

3　 定理 1的应用

我们先来证明定理 2. 若 k= 0,则 f 为共形映照,定理显然成立 . 故只需证明 k≠0的情

形 . 由必要性的证明过程可以看出, 在那里,我们只利用了 #的连续性和零点的孤立性 . 因此

必有一列{Cn} , Cn= { �z � = rn} , rn 1, n→∞, 使得 f �C
n
无本质边界点 . 由定理 1, f 是正则

Teichm�ller 映照,即 #在 D 内全纯 . 定理 2证毕 .

这里,我们就单位圆的情形引述 Reich 的一个结果 . 1981年, Reich
〔5〕
证明了定理 C.

定理 C　设 D= { �z �< 1}到自身的拟共形映照 f ( z ) ,以  f ( z ) = k#-/ �#�为复特征,其中 0

≤k< 1. k 为常数, #0≠0,∞, a. e . ,且在D 内可测 . 若存在 D 内的全纯函数列{ #n} ,满足

‖#n‖ = �
D

�#n�dxdy < + ∞, ( 10)
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lim
n→∞

#n( z ) = #( z ) , a. e. , ( 11)

lim
n→∞

[ k‖#n‖ - Re�
D

 f ( z )#n( z ) dxdy ] = 0. ( 12)

那么, f 为唯一极值映照 .

文〔5〕中, Reich 提出满足定理 C的 #是否是全纯的问题 . 这是,若我们补充假设 #满足定
理 2中的条件, 则立即可知满足定理 C 的 f ( z )是正则 T eichm�ller 映照, 即 #是全纯的 . 文

〔6〕指出, 定理 C 中的  f ( z ) = k#-/ �#�这一假设条件可以去掉, 而相应地只需补充假设‖ n‖∞

= k ,定理 C 仍是成立的 .

定理 3　设 D = { �z � < 1}到自身的拟共形映照 f ( z ) ,以  f ( z ) = f z
-/ f z 为复特征,‖ n‖∞

= k . 若存在D 内的全纯函数列{#n}满足条件( 10) , ( 11)和( 12) ,其中#( z )在某圆环D r= { r< �

z �< 1}内连续且只有孤立零点 . 那么,  f ( z ) =  #-/ �#� , #在 D 内全纯, #的范数可以是无限的,

f 是唯一极值正则 Teichm�ller 映照 .
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Necessary and Sufficient Condition for the Uniquely Extremal

Quasiconformal Mapping to be Regular Teichmuller Mapping

Lin Jinx iong
( College of Econ. M anag. , Huaqiao U niv. , 362011, Quanzhou)

Abstract 　Let f w ith maximal dila lation K > 1, be uniquely ext remal in the class Qf , wher e Q f deno tes a

class of quasiconfo rmal mapping s fr om unit cir cle D= { � z � < 1} to it self and w ith the same boundar y values as

f . Then, f w ill be regular T eichm�ller m apping if and only if, ther e ex ists a sequence of Jo rdan curv es �n

w ith ∪
∞

n= 1
Gn= D , and w ith the proper ty that f � �n has no substantial boundar y po int for ever y n.

Keywords 　ex tr emal quasiconformal mapping , T eichm�ller mapping , substantial boundary po int, boundar y

dilat ation
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