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线性微分积分方程的周期解

王　全　义

(华侨大学经济管理学院,泉州 362011)

摘要　首先巧妙地给出一个线性积分方程和线性微分积分方程, 即具有无限多个周期解的两个有

趣的反例, 用以说明 Bur ton 的某些结果是不成立的 . 进而,解决了 Burton 提出的关于线性积分方

程和线性微分积分方程的解的渐近稳定性的一个公开问题 .
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1　 问题的提出

考虑下列纯量方程

x′( t) = p ( t) -∫
t

t- T
C( t - s) x ( s) ds, C″( t ) > 0, ( 1)

x ( t) = �x ( t - h) + p ( t ) -∫
t

t- T
C( t - s) x ( s) ds, C″( t) ≥ 0, ��� < 1, ( 2)

其中

p ( t + T ) = p ( t ) ,∫
T

0
p ( s) ds = 0, h为一常数 . ( 3)

　　在文〔1〕中, Bur ton给出了如下定理:

定理 1
〔1〕
　方程( 1)及( 2)具有唯一的T -周期解 .

此外, Burton 在文〔1〕中还提出了如下的公开问题:

问题 1
〔1〕　当 p ( t )≡0时,我们的定理的结论能否改成渐近稳定的问题,下面予以讨论.

本文首先巧妙地给出方程( 1)及方程( 2)具有无穷多个 T -周期解的有趣反例, 这两个反例

说明了定理 1
〔1〕
的结论是不成立的;进而又举出两个例子,给问题 1

〔1〕
一个否定的答案, 从而解

决了问题 1〔1〕.

2　 两个反例

反例 1　考虑如下的纯量微分积分方程
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x′( t) = sint -∫
t

t- 2�
[ e

t- s
+

1 - e
2�

2� ] x ( s) ds. ( 4)

显然, p ( t) = sint, T = 2�, C( t ) = e
t+

1- e2�

2� .从而有

p ( t + 2�) = p ( t ) ,∫
2�

0
p ( s) ds = 0, C″( t) = e

t
> 0.

因此,对于方程( 4) (即方程( 1) ) ,定理 1〔1〕中的所有条件都满足 . 然而方程( 4)却具有无穷多

个 2�-周期解

x ( t ) =
e2�- 1
e4�+ 1

sint -
e2�+ 1
e4�+ 1

co st + c1 , ( 5)

其中 c 1是一个任意常数 .

事实上, 把式( 5)代入方程( 4)的左边得

x′( t) = e
2�
- 1

e
4�
+ 1

cos t + e
2�
+ 1

e
4�
+ 1

sint . ( 6)

把式( 5)代入方程( 4)的右边得

I
 

sint -∫
t

t- 2�
[ et- s +

1 - e2�

2� ] x ( s) ds =

sint - e
2�
- 1

e
4�
+ 1∫

t

t- 2�
et- ssinsds + ( e

2�
- 1)

2

2�( e4�+ 1)∫
t

t- 2�
sinsds +

e
2�
+ 1

e
4�
+ 1∫

t

t- 2�
e
t- s
cossds -

e
4�
- 1

2�( e4�+ 1)∫
t

t- 2�
cossds - c1∫

t

t- 2�
e
t- s

ds -
c1 ( 1 - e2�)

2� ∫
t

t- 2�
ds =

sint -
e
2�
- 1

e
4�
+ 1∫

t

t- 2�
e
t- s
sinsds + 0 +

e
2�
+ 1

e
4�
+ 1∫

t

t- 2�
e
t- s
cossds - 0 + c1 [ e

t- s
]
t
t- 2�- c1( 1 - e

2�
)

 
sint -

e2�- 1
e4�+ 1

I 1 +
e2�+ 1
e4�+ 1

I 2 . ( 7)

其中 I 1 =∫
t

t- 2�
e
t- s
sinsds, I 2 =∫

t

t- 2�
e
t- s
cossds. 利用分部积分法得

I 1 =∫
t

t- 2�
e
t- s
sinsds

u = t - s

∫
0

2�
e
u
sin( t - u) ( - du) =

∫
2�

0
e
u
sin( t - u) du =∫

2�

0
sin( t - u) de

u
=

[ e
u
sin( t - u) ]

2�
0 -∫

2�

0
e
u
cos( t - u) �( - 1) du =

( e
2�
- 1) sint +∫

2�

0
co s( t - u) de

u
=

( e
2�
- 1) sint + [ e

u
cos( t - u) ]

2�
0 -∫

2�

0
e
u
[ - sin( t - u) ] �( - 1) du =

( e
2�
- 1) ( sint + cos t) -∫

2�

0
e
u
sin( t - u) du.

从而我们有

I 1 =∫
t

t- 2�
e
t- s
sinsds =

e2�- 1
2

( sint + cost ) . ( 8)

类似地有
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I 2 =∫
t

t- 2�
et- scossds

u = t - s

∫
0

2�
eucos( t - u) �( - 1) du =

∫
2�

0
eucos( t - u) du =∫

2�

0
cos( t - u) deu =

[ eucos( t - u) ] 2�0 -∫
2�

0
eu [ - sin( t - u) ] �( - 1) du =

( e2�- 1) cos t -∫
2�

0
sin( t - u) deu =

( e2�- 1) cos t - [ eusin( t - u) ] 2�0 +∫
2�

0
eucos( t - u) �( - 1) du =

( e2�- 1) ( cos t - sint) -∫
2�

0
eucos( t - u) du,

从而有

I 2 =∫
t

t- 2�
e
t- s
cossds =

e2�- 1
2

( co st - sint ) . ( 9)

式( 8)及( 9)代入式( 7) ,得

I = sint -
e2�- 1
e4�+ 1

I 1 +
e2�+ 1
e4�+ 1

I 2 = sint -
e2� - 1
e4� + 1

�e
2�- 1
2

( sint + cos t) +

e2�+ 1
e
4�
+ 1
� e

2�- 1
2

( cost - sint ) = sint -
e4�- 2e2�+ 1
2( e

4�
+ 1)

sint -
e4�- 2e2�+ 1
2( e

4�
+ 1)

cos t +

e
4�
- 1

2( e
4�
+ 1)

cos t -
e
4�
- 1

2( e
4�
+ 1)

sint = [ 1 -
e
4�
- 2e

2�
+ 1

2( e
4�
+ 1)

-
e
4�
- 1

2( e
4�
+ 1)

] sint +

[
e
4�
- 1

2( e
4�
+ 1)

-
e
4�
- 2e

2�
+ 1

2( e
4�
+ 1)

] cost =
e
2�
+ 1

e
4�
+ 1

sint +
e
2�
- 1

e
4�
+ 1

cos t. ( 10)

由式( 6) , ( 7)及( 10)即知式( 5)定义的 x ( t)是方程( 4)的 2�-周期解 . 由于常数 c 1是任意的,因

此方程( 4)具有无穷多个 2�-周期解 . 这就证明了定理 1
〔1〕
的结论对于方程( 1)是不成立的 .

反例 2　考虑如下纯量线性方程

x ( t ) =
1
2
x ( t - 2�) + sint -∫

t

t- 2�
[ e

t- s
+

1 - 2e2�

4� ] x ( s) ds. ( 11)

显然, C( t) = et+
1- 2e2�

4� , p ( t ) = sint , h= 2�且 �= 1
2
, T = 2�. 因此, 对于方程( 11) (即方程

( 2) ) ,定理 1
〔1〕
中的所有条件都满足 . 但是方程( 11)却具有无穷多个 2�-周期解

x ( t ) =
2e2�

2e4�- 2e2�+ 1
sint -

2( e2�- 1)
2e4�- 2e2�+ 1

cost + c 1, ( 12)

其中 c 1为任意常数 .

事实上, 把式( 12)代入方程( 11)的右边,并由式( 8)及( 9) ,我们有

1
2 x ( t - 2�) + sint -∫

t

t- 2�
[ e

t- s
+

1 - 2e
2�

4� ] x ( s) ds =

1
2
[ 2e

2�

2e4�- 2e2�+ 1
sin( t - 2�) - 2( e

2�
- 1)

2e4�- 2e2�+ 1
cos( t - 2�) + c1] +

sint -∫
t

t- 2�
[ et- s +

1 - 2e2�

4� ] �
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[
2e

2�

2e
4�
- 2e

2�
+ 1

sins -
2( e

2�
- 1)

2e
4�
- 2e

2�
+ 1

coss + c1 ] ds =

1
2e4�- 2e2�+ 1

[ e
2�
sint + ( 1 - e

2�
) cos t] +

c 1

2
+ sint -

2e2�

2e
4�
- 2e

2�
+ 1∫

t

t- 2�
e
t- s
sins ds -

e2�( 1 - 2e2�)
2�( 2e4�- 2e

2�
+ 1)∫

t

t- 2�
sins ds +

2( e
2�
- 1)

2e
4�
- 2e

2�
+ 1∫

t

t- 2�
e
t- s
coss ds +

( 1 - 2e
2�
) ( e

2�
- 1)

2�( 2e4�- 2e
2�
+ 1)∫

t

t- 2�
coss ds -

c1∫
t

t- 2�
et- sds -

c1 ( 1 - 2e
2�
)

4� ∫
t

t- 2�
ds =

1
2e4�- 2e2�+ 1

[ e2�sint + ( 1 - e2�) cos t] +
c 1

2
+ sint

-
2e2�

2e4�- 2e2�+ 1
�e

2�- 1
2
�( sint + co st ) - 0 +

2( e2�- 1)
2e4�- 2e2�+ 1

�

e
2�
- 1
2

( co st - sint ) + 0 + c 1[ et- s] t
t- 2�-

( 1 - 2e2�) c1
2

=

[ 1 +
e2�

2e4�- 2e2�+ 1
-

e4�- e2�

2e4�- 2e2�+ 1
-

e4�- 2e2�+ 1
2e4�- 2e2�+ 1

] sint +

[
1 - e2�

2e4�- 2e2�+ 1
-

e4�- e2�

2e4�- 2e2�+ 1
+

e4�- 2e2�+ 1
2e4�- 2e2�+ 1

] cos t +

[
1
2

+ ( 1 - e2�) +
2e2�- 1

2
] c1 =

2e
2�

2e
4�
- 2e

2�
+ 1

sint -
2( e

2�
- 1)

2e
4�
- 2e

2�
+ 1

cos t + c1 = x ( t) , ( 13)

即 x ( t )是方程( 11)的 2�-周期解 . 由于常数 c1是任意的,故方程( 11)具有无穷多个 2�-周期
解.这就证明了文〔1〕中的定理 1的结论对于方程( 2)也是不成立的 .

事实上, 值得注意的是在文〔1〕的定理 1的证明中, Burton 仅证明了方程( 1)和方程( 2)具

有平均值为零的 T -周期解是唯一的 .

综上所述,文〔1〕中的定理 1应改正为如下的两个定理之一:

定理A　方程( 1)及方程( 2)至少存在一个 T-周期解 .

定理B　方程( 1)及方程( 2)存在唯一的具有平均值为零的 T -周期解 .

3　 公开问题的解答

本节将给出问题 1的一个否定的答案 .

例 1　当 p ( t )≡0时,方程( 4)即为如下方程

x′( t) = -∫
t

t- 2�
[ e

t- s
+

1 - e
2�

2� ] x ( s) ds. ( 14)

由于

∫
t

t- 2�
C( t - s) ds =∫

t

t- 2�
[ et- s +

1 - e2�

2� ] ds =
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[ - e
t- s

+
( 1 - e

2�
) s

2� ]
t
t- 2�= 0

因此,对于任意常数 c1, x 0( t )≡c1 都是方程( 14)的 2�-周期解 . 由于方程( 14)是线性齐次的,

因此,如果 x 1( t )是方程( 14)的任意一个解, 则 x ( t) = x 0( t ) + x 1( t )也是方程( 14)的解 . 由此可

知,只要 c1≠0且�c1�充分小, 则�x ( t ) - x 1( t ) � = �c 1�也充分小,但是 x ( t ) - x 1( t )≡c1→\　0( t→

+ ∞) . 从而, 方程( 14)的任一解都不是渐近稳定的 . 因此,对于方程( 1) ,问题 1的答案是否

定的 .

例 2　在反例 2中, 当 p ( t )≡0时,方程( 11)即为如下方程

x ( t) =
1
2 x ( t - 2�) -∫

t

t- 2�
[ e

t- s
+

1 - 2e
2�

4� ] x ( s) ds. ( 15)

由于

∫
t

t- 2�
C( t - s) ds =∫

t

t- 2�
[ et- s +

1 - 2e2�

4� ] ds = [ - et- s +
( 1 - 2e2�) s

4� ] t
t- 2�

= - 1 + e
2�
+

( 1 - 2e
2�
) �2�

4� = -
1
2 ,

因此,对于任意常数 c1 , x 0 ( t )≡c1 都是方程( 15)的 2�-周期解 . 又由于方程( 15)是线性齐次

的,因此如果 x 1 ( t)是方程( 15)的任意一个解,则 x ( t ) = x 0 ( t) + x 1 ( t)也是方程( 15)的解 . 由此

可知,只要 c1≠0且�c 1�充分小,则� x ( t) - x 1 ( t) � = �c1�也是充分小,但是 x ( t) - x 1 ( t)≡c1→\　0

( t→+ ∞) . 故方程( 15)的任一解都不是渐近稳定的 . 因此,对于方程( 2) ,问题 1的答案也是

否定的 .
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Periodic Solution to Integrodifferential Equation

Wang Quanyi
( College of Econ. M anag. , Huaqiao U niv. , 362011, Quanzhou)

Abstract 　 A linear int egr al equat ion and a linear integ rodifferential equat ion, namely, two interesting

counter-examples with infinit e per iodic solutions ar e ingeniously given for illustr ating some results o f Bur ton

to be false. And then, the asymto tic st ability of the so lutions t o linear integr al equation and linear integ rodif-

ferential equa tion as proposed by Burt on as an open issue is solv ed.

Keywords 　int egr al equation, integ rodifferential equa tion, count erex amples, per iodic so lution
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