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一类唯一极值Teichm�ller映照的存在性
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摘要　得到一类唯一极值 T eichm�ller 映照 g∈Q ( {�n} )的一个充要条件 .
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1　 主要结果

记 � 是复平面C 上边界多于一点的一个区域, f 为 � 上的一个拟共形映照, Qf 表示 � 上
与 f 有相同边界值且同伦的拟共形映照全体所组成的类 . 对任一 g∈Qf ,置

 g ( z ) = g z
-/ g z , 　　‖ g‖∞ = ess sup

z∈�
� g ( z ) � . ( 1)

说 f 是极值的,意指‖ f‖∞= inf
g∈Q

f

‖ g‖∞ . 若这样的 f 是唯一的,则说 f 是唯一极值映照 .

若拟共形映照的复特征具有形式

 f ( z ) = f z
-/ f z = k�-0/ ��0� , a, e . , ( 2)

其中 k 为常数, 0≤k< 1, �0≠0, ∞, a. e . , 则当 �0 为 � 上的可测函数时, 称 f 为关于 �0 的
Teichm�ller 映照;当 �0在 � 上解析时,称 f 为关于 �0的正则 Teichm�ller 映照 .

!( � )表示 L
1
( � )中的解析函数的全体所组成的 Banach空间, �∈!( � ) ,其范数

‖�‖ = �
�

��( z ) �dxdy < ∞.

对于 �∈!( � )记

∀{  f , �} = k‖�‖ - Re�
�

 f �dx dy , ( 3)

其中 k= ‖ f‖∞ . 1981年, Reich证明了

定理A
〔1〕　设 f 为关于 �0 的T eichm�ller 映照, 若存在函数列{�n}� !( � ) ,使

lim
n→∞

�n ( z ) = �0( z ) , a. e. , ( 4)

lim
n→∞

∀{  f , �n} = 0, ( 5)

则 f 是唯一极值映照 . 条件( 4) , ( 5)隐含了 f 为 T eichm�l ler 映照这一假设,即我们有

　　定理 1
〔2〕　设 f 为 � 上的一个拟共形映照, ‖ f ‖∞= k ,若存在函数列{�n} � !( � ) ,满足
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条件( 4) , ( 5) ,其中 �0≠0, ∞, a. e . , 则  f ( z ) = k�-0 / ��0� , a. e . ,且 f ( z )是唯一极值映照 .

1981年, Reich证明了

定理B　
〔3〕
设 f 为关于 �0的 Teichm�ller 映照,若存在函数列{�n} ,满足

l im
n→∞

�n( z ) = �0 ( z ) , a. e . z ∈ � , �0 ∈ L
1
loc( � ) , ( 6)

∀{ f , �n} ≤ M , n = 1, 2,⋯, ( 7)

lim
A→∞ �

� ( n, A )

��n( z ) �dxdy = 0 ( 8)

对 n一致 . 其中 � ( n, A ) = { z∈� : ��n ( z ) �> A ��0 ( z ) �} , 则 f 是唯一极值映照 . 1989年,刘增

荣把定理B 改进为

定理C
〔4〕　设 f 为关于 �0的 Teichm�ller 映照,若存在函数列{�n}� !( � ) , 满足条件( 6) ,

( 7)和

lim
A→∞ �

� ( n, A )

[ k ��n� - Re(  f �n) ] dxdy = 0 ( 9)

对 n一致 . 其中 � ( n, A )与( 8)中的相同, 则 f 是唯一极值映照 . 作者已证明定理 B与定理 C

中关于 �0的局部可积性的假设是多余的.即证明了

定理D
〔4〕　设 f 为关于 �0 的T eichm�ller 映照, 若存在函数列{�n}� !( � ) , 满足条件( 4) ,

( 7)和

lim
n→∞
A→∞
�

� ( n,A )

[ k��n� - Re(  f �n ) ] dxdy ( 10)

存在.其中 � ( n, A )与条件( 8)中的相同,则 f 是唯一极值映照 . 严格地说,条件( 7)应写成

∀{  f , �n} < M (  f ) , n = 1, 2,⋯. ( 7a)

设 K = ( 1+ k) / ( 1- k) ,记 Q ( { �n} )为 � 上的满足条件( 4) , ( 7a)和( 10)的 K -拟共形映照的全

体所组成的类 . 作者得到定理 D的一个等价条件, 即我们有

定理　设  g= k�-0/ ��0� ,则 g∈Q( {�n} )的充要条件是, Q ( {�n} )中存在一列非 T eichm�ller

映照 f m,其复特征满足

lim
n→∞

 f
m
( z ) =  g ( z ) , a. e. , ( 11)

∀{ f
m
, �n) < M

~(  g ) , m = 1, 2,⋯; n = 1, 2,⋯, ( 12)

lim
n→∞
A→∞
�

� ( n, A )

[ k��n� - Re(  f
m
�n ) ] dx dy = 0, ( 13)

对 m 一致地成立 . 其中 M
~ (  g )是和 g 有关的常数.

2　 定理的证明

引理　设 f 为 � 上拟共形映照, k= ‖ f‖∞ ,  f 满足条件( 4) , ( 7a)和( 10) . 这里lim
n→∞
‖�n‖

= ∞,必存在无穷多个极值非 Teichm�ller 映照. 其复特征满足条件( 4) , ( 7a)和( 10) .

证明　由条件( 4)及 EropoB定理可知,必存在 � 0� � , 0< m ( � 0 ) < ∞, {�n}在 � 0上一致

收敛于 �0.对任意的 t∈[ 0, 1] ,置

 ~( z , t) =
 f ( z ) ,　z ∈ � \ � 0,

t f ( z ) , 　z ∈ � 0 .
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因此  ~( z , t )为极值映照的复特征, 且满足条件( 4) , ( 7a)和( 10) . 事实上,  ~( z , t)满足条件( 4)是

已知的假设 . 由  f 满足条件( 7a)及‖ f‖∞= k 可得

∀{ ~, �n} = ∀{ f , �n} + ( 1 - t)�
� 0

Re(  f �n ) dxdy ≤ M (  f ) + k( 1 - t )�
� 0

��n�dxdy .

由 �n在 � 0上一致收敛可知,必存在 N ,当 n≥N 时, ��n ( z ) - �N ( z ) � < 1, z∈� 0, 故有

�
�
0

��n�dxdy ≤�
�
0

��n ( z ) - �N ( z ) �dxdy + �
�
0

��N ( z ) �dxdy < m ( � 0 ) + ‖�N‖.

记 M 1= m ( � 0 ) + ‖�n‖, 则

∀{  ~, �n} ≤ M (  f ) + k( 1 - t)M 1 < M (  f ) + M1 = M (  ~( z , t ) ) ,
可见  ~( z , t )满足条件( 7a) .

注意到{ �n}在 � 0上一致收敛于 �0 ,故对于充分大的 A 和 n, 有��n ( z ) �≤A ��0 ( z ) � .这里 z

∈� 0. 因此,对于充分大的 A 和 n,当 z∈� ( n, A )时,  ~( z , t ) =  f ( z ) ,所以

�
� (n ,A )

[ k��n� - Re(  ~�n ) ] dxdy = �
� ( n, A )

[ k ��n� - Re(  f �n) ] dxdy .

由  f 满足条件( 10) ,立即可得  ~( z , t )也满足条件( 10) .

现在证明  ~( z , t)是极值拟共形映照的复特征. 事实上,由于 ∀{ ~, �n} < M (  ~( z , t ) ) ,‖�n‖

→∞, ( n→∞) .因此, lim
n→∞

∀{ ~, �n}
‖�n‖ = 0, 即l im

n→∞
[ ( Re�

�
 ~�ndxdy ) / ‖�n‖] = k. 由一映照是极值映

照的充要条件可知,  ~( z , t)是极值拟共形映照的复特征 . 引理获证 .

注　证明  ~( z , t )满足条件( 4) , ( 7a)和( 10) ,并不需要‖�n‖→∞, ( n→∞) .

我们进行定理的证明 . ( 1) 先证必要性 . 设 g∈Q ( {�n} ) , k= ‖ f‖∞ . 由引理必存在非
Teichm�ller 映照 f , f∈Q ( {�n} ) , k= ‖ f‖∞ .选取集列 � m,满足 � m� � m+ 1, 且lim

n→∞
� m= � , 使

得� f �≠k , a. e. z∈� \ � m, m= 1, 2,⋯. 置

 f m ( z ) =
 f ( z ) ,　z ∈ � \ � m,

 g ( z ) ,　z ∈ � m,

则 f m 不为 T eichm�ller 映照,对一切 m 成立 . 由  f
m
( z )的构造知( 11)成立 .

由已知 g∈Q( { �n} ) ,故有

∀{ f
m
, �n} = �

�

[ k ��n� - Re(  f
m
�n) ] dxdy =

�
� \ �

m

[ k��n� - Re(  f �n) ] dxdy + �
�
m

[ k��n� - Re(  g�n ) ] dxdy ≤

∀{ f , �n} + ∀{ g, �n} ≤ M (  f ) + M (  g ) = M
~(  g ) ,

因而式( 12)成立 . 注意到

�
� ( n, A )

[ k��n� - Re(  f
m
�n) ] dxdy =

�
� ( n, A ) \ �

m

[ k��n� - Re(  f �n) ] dxdy + �
� ( n, A )∩�

m

[ k��n� - Re(  g�n ) ] dxdy ≤

�
� ( n, A )

[ k��n� - Re(  f �n ) ] dxdy + �
� ( n, A )

[ k ��n� - Re(  g�n ) ] dxdy ,
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因为 f ,  g满足条件( 10) ,因而式( 13)成立 . g∈Q( {�n} )是显然的,必要性获证 . ( 2) 再证充分

性 .  g 满足条件( 4)是已知的假设,利用 Fatou引理,便有

�
�

lim
n→∞

[ k ��n� - Re(  f
m
�n) ] dxdy ≤ lim

n→∞
∀{  f

m
�n} .

结合条件( 11) , ( 12) ,便有

∀{  g , �n} < M
~(  g) , n = 1, 2,⋯.

记 M (  g ) = M
~(  g ) ,即有  g 满足条件( 7a) .

� #> 0, 由条件( 3)可知,存在正整数 n0 ,正数 A 0 ,使得当 n> n0 , A > A 0时,有

�
� ( n, A )

[ k��n� - Re(  f m�n ) ] dx dy < #

对一切 m 成立 . 条件( 11)及 Fatou 引理给出

�
� ( n, A )

[ k ��n� - Re(  g�n ) ] dxdy < #,

对于n> n0及 A > A 0成立 . 根据二重极限的定义,易知  g 满足条件( 10) . 充分性获证 .
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Abstract 　T he aut ho r obtains a necessar y and sufficient condit ion fo r ev ery Teichm�ller mapping g∈

Q( {�n} ) .

Keywords 　quasiconformal mapping, ex tr emal m apping , uniquely ext remal mapping , Teichm�ller mapping ,

complex dilatation

9第 1 期　　　　　　　　　　刘金雄: 一类唯一极值 T eichm�ller 映照的存在性　　　　　　　　　　　　


