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三维扩散方程的单点子域精细积分法

曾　文　平
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摘要　建立三维扩散方程的单点子域精细积分法, 并通过稳定性分析, 表明单点子域精细积分法

相对于差分法的优越性.
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扩散问题或非稳定态热传导问题,均可以用抛物型偏微分方程表示.这类方程一般用有限

差分法求解,有各种不同的差分格式.差分近似自然而简单,然而将微分算子化为差分算子却

带来了稳定性与精度问题〔1～3〕.为此,文〔4, 5〕对一、二维扩散方程提出了子域精细积分法, 对

不太大的时间步长 $ t精度损失不大.本文对三维扩散方程提出了单点子域精细积分法,并进

行了稳定性分析, 表明了单点子域积分法相对于差分法的优越性.

1　单点子域精细积分的 FTCS格式

考虑三维扩散方程

5u
5t = a(

52u
5x 2 +

52u
5y 2 +

52u
5z 2 )　　( a > 0的常数) ( 1)

的初值问题.对函数 u 在 x , y , z 方向离散,为方便起见,设步长 $x = $y= $ z= 1
M
, x i= i$x , y j

= j $y , z k= k$z 及 i , j , k= 0, 1,⋯,M .于是,得常微分方程组为

dui, j , k

dt
+ 6a

( $x ) 2u i, j , k = a
( $x ) 2

{u i+ 1, j , k + ui- 1, j , k) + ( u i, j+ 1, k + ui, j - 1, k) +

( ui, j , k+ 1 + u i, j , k- 1}　　( i, j , k = 1, 2,⋯,M ) , ( 2)

其中u i, j , k= u( x i, y j , z k ) .式( 2)的解为

ui, j , k( t ) = e
- 6at

( $x )2　　u
0
i, j , k +

a
( $x ) 2∫

t

0
e
- 6a

( $x )2
( t- s)

　　　{u i+ 1, j , k ( s) +

ui- 1, j , k( s) + ui, j + 1,k ( s) + ui, j- 1, k ( s) + u i, j , k+ 1 ( s) + u i, j , k- 1 ( s) } ds. ( 3)

　　对时间坐标离散化,步长为 $t ,第 n 个离散点 tn= n$t 上的 u i, j , k值用 u
n
i, j , k ( n= 0, 1, 2,⋯)
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表示,则有

u
n+ 1
i, j ,k = e- 6r

u
n
i, j , k +

a
( $x ) 2∫

t
n+ 1

t
n

e
- 6a

( $x )2
( t
n+ 1- S

)

　 　　　{ui+ 1, j , k( s) +

ui- 1, j , k( s) + ui, j + 1, k( s) + ui, j - 1,k ( s) + ui, j , k+ 1 ( s) + ui, j , k- 1 ( s) } ds, ( 4)

其中 r= a
$ t

( $x ) 2= a
$ t

( $y ) 2= a
$ t

( $z ) 2 .这就是方程组( 1)的单内点子域精细积分公式.

式( 4)中被积函数中的{ui+ 1, j , k( s) + u i- 1, j , k ( s) + ui, j+ 1, k ( s) + ui, j - 1, k( s) + ui, j , k+ 1( s) + u i, j , k- 1

( s) } ,可以有多种近似替代办法. 现假定它为常数值 u
n
i+ 1, j , k+ u

n
i- 1, j , k+ u

n
i, j+ 1, k+ u

n
i, j- 1, k+ u

n
i, j , k+ 1

+ u
n
i, j , k- 1, 代入式 ( 4)便得三维扩散方程( 1)的单点子域积分的 FT CS( Fr ont T ime Central

Space)格式.即

u
n+ 1
i, j , k = e- 6r

u
n
i, j , k +

1
6
( 1 - e- 6r ) {un

i+ 1, j , k + u
n
i- 1, j , k +

ui, j + 1, k + u i, j- 1, k + u i, j , k+ 1 + ui, j , k- 1} . ( 5)

　　现采用 Von Neumann 方法推导其稳定性条件. 令 u
n
i, j , k= Qn

e
i
*

(pPx i+ qPy j+ lPzk )　　　　　, 其中 i* =

- 1, p , q , l为任意实数. 将它代入 FT CS格式( 5) ,得传播因子

Q= K+ 1
3
( 1 - K) { cospP$x + cosqP$y + co slP$ z } , ( 6)

其中 K= e- 6r ,故 0< K< 1.因此, ûQû= ûK+ 1
3
( 1- K) { cospP$x+ cosqP$y+ coslP$ z } û≤1,从而

FT CS格式无条件稳定.

下面再分析子域积分 FT CS格式与差分 FTCS 格式的关系.采用近似代替

K= e
- 6a$t
($ x )2　　≈ 1 - 6a

$ t
( $x ) 2 , ( 7)

此即 K= e
- 6r
≈1- 6r .代入子域积分 FT CS格式( 5) ,便得差分的 FT CS格式

u
n+ 1
i, j ,k - u

n
i, j , k

$t =
a

( $x ) 2{ ( u
n
i+ 1, j , k - 2u

n
i, j , k + u

n
i- 1, j , k ) +

( un
i, j + 1, k - 2un

i, j , k + u
n
i, j - 1, k) + ( un

i, j , k+ 1 - 2un
i, j , k + u

n
i, j , k- 1} . ( 8)

它要求
6a$t
( $x ) 2≤1,即 r≤

1
6
时,格式才稳定.

近似式( 7)是不恰当的,因为它不能保证条件 0< K< 1. 如果一定要采用近似避免计算指

数函数,也应采用 K= e- 6r=
1
e6r
D 1

1+ 6r
或 K= e- 6r=

e- 3r

e3r
D 1- 3r

1+ 3r
, 它们均能保证 0< K< 1对任

意 r> 0永远成立.

然而, FT CS格式的精度只是 $t 的一阶. 因此,应当寻找( $t ) 2精度的积分格式. 例如, 蛙

跳格式及隐式 Crank-Nicolson格式都是( $t ) 2精度的. 我们将在后面给予介绍.

2　 Crank-Nicolson 隐式格式

如果把式( 2)右端看为常数值
a

( $x ) 2{
u
n+ 1
i+ 1, j , k+ u

n
i+ 1, j , k

2
+

u
n+ 1
i- 1, j , k+ u

n
i- 1, j , k

2
+

u
n+ 1
i, j+ 1, k+ u

n
i, j + 1, k

2
+

u
n+ 1
i, j- 1, k+ u

n
i, j - 1, k

2
+

u
n+ 1
i, j , k+ 1+ u

n
i, j ,k+ 1

2
+

u
n+ 1
i, j , k- 1+ u

n
i, j , k- 1

2
} , 则式( 2)的解为
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ui, j , k ( t) = e
- 6

a

( $x ) 2
t

　　u
0
i, j , J + a

2( $x ) 2∫
t

0
e
-

6a

( $x )2
( t- s)

　　　{un+ 1
i+ 1, j , k + u

n+ 1
i- 1, j , k +

u
n+ 1
i, j+ 1, k + u

n+ 1
i, j- 1, k + u

n+ 1
i, j , k+ 1 + u

n+ 1
i, j , k- 1 + u

n
i+ 1, j , k + u

n
i- 1, j , k +

u
n
i, j+ 1, k + u

n
i, j- 1, k + u

n
i, j , k+ 1 + u

n
i, j , k- 1} ds.

由此可得

u
n+ 1
i, j , k = e- 6r

u
n
i, j , k +

a
2( $x ) 2∫

t
n+ 1

t
n

e
-

6a

( $x )2
( tn+ 1- s)

　　　　{un+ 1
i+ 1, j , k + u

n+ 1
i- 1, j ,k +

u
n+ 1
i, j+ 1,k + u

n+ 1
i, j- 1, k + u

n+ 1
i, j , k+ 1 + u

n+ 1
i, j , k- 1 + u

n
i+ 1, j ,k + u

n
i- 1, j , k +

u
n
i, j+ 1,k + u

n
i, j- 1, k + u

n
i, j , k+ 1 + u

n
i, j , k- 1} ds.

于是,可得 Cr ank-Nicolson 型精细积分格式

u
n+ 1
i, j , k = e

- 6r
u
n
i, j , k +

1
12

( 1 - e
- 6r

) {u
n+ 1
i+ 1 , j , k + u

n+ 1
i- 1, j , k + u

n+ 1
i, j+ 1, k +

u
n+ 1
i, j- 1, k + u

n+ 1
i, j , k+ 1 + u

n+ 1
i, j , k- 1 + u

n
i+ 1, j ,k + u

n
i- 1, j , k +

u
n
i, j+ 1, k + u

n
i, j - 1, k + u

n
i, j , k+ 1 + u

n
i, j ,k- 1} . ( 9)

　　由 Von Neumann方法可得格式( 9)的传播因子为

Q=
K+ 1

6
( 1 - K) ( cospP$x + cosqP$y + cos lP$z )

1 -
1
6
( 1 - K) ( cospP$x + cosqP$y + co slP$ z )

. ( 10)

因 0< K= e
- 6r

< 1,易知ûQû≤1对任意 r> 0均成立.即 Crank-Nicolson 型精细积分格式( 9)无

条件稳定.若取近似式 e- 6r=
e- 3r

e3r
D 1- 3r

1+ 3r
,代入格式( 9)经整理得著名的 Crank-Nico lson隐式

差分格式为

u
n+ 1
i, j , k - u

n
i, j , k

$t =
a

( $x ) 2{ ( D
2
x + D2y + D2z ) ( un+ 1

i, j , k + u
n
i, j , k) } , ( 11)

其中 D2x , D2y , D2z 分别表示关于 x , y , z 方向的二阶中心差分, 例如 D2xun
i, j , k= u

n
i+ 1, j , k- 2u

n
i, j , k+

u
n
i- 1, j , k,等等.

3　蛙跳格式

如果对式( 2)从 tn- 1到 t n+ 1积分,则有

u
n+ 1
i, j , k = e- 12r

u
n- 1
i, j , k +

a
( $x ) 2∫

t
n- 1

t
n- 1

e
- 6a

( $x ) 2
( t
n+ 1

- s)

　　　　{u i+ 1, j , k ( s) + u i- 1, j , k( s) +

ui, j + 1, k( s) + ui, j - 1,k ( s) + ui, j , k+ 1 ( s) + u i, j , k- 1 ( s) } ds. ( 12)

若在式( 12)中, 取 ui+ 1, j ,k ( s) + ui- 1, j , k ( s) + u i, j+ 1, k ( s ) + ui, j- 1, k ( s) + ui, j , k+ 1 ( s) + u i, j , k- 1 ( s)≡

u
n
i+ 1, j , k+ u

n
i- 1, j , k+ u

n
i, j + 1, k+ u

n
i, j- 1, k+ u

n
i, j , k+ 1+ u

n
i, j , k- 1为常值,于是可得蛙跳单点精细积分格式

u
n+ 1
i, j , k = e

- 12r
u

n- 1
i, j , k +

1
6
( 1 - e

- 12r
) {u

n
i+ 1, j , k + u

n
i- 1, j , k +

u
n
i, j + 1,k + u

n
i, j- 1, k + u

n
i, j , k+ 1 + u

n
i, j , k- 1} . ( 13)

采用V on Neumann 法,可得特征方程为
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Q2 - 1
3
( 1 - K) 2 ( cospP$x + cosqP$y + coslP$z )Q- K2 = 0, ( 14)

其中 K= e- 6r .为证明蛙跳格式的稳定性,我们需要如下引理.

引理　实系数二次方程 K2- bK- c= 0的根按模≤1的充要条件是ûbû≤1- c≤2.

对照引理,此时方程( 14)中, b=
1
3
( 1- K2 ) ( cospP$x + cosqP$y+ coslP$ z ) , c= K2 .由于 r

> 0, 0< K= e- 6r< 1,从而ûbû= 1
3
( 1- K2) ûcospP$x + cosqP$y + coslP$ z û≤1- K2≤2.因此, 方

程( 14)的两根按模≤1.且根据韦达定理知, ûQ1·Q2û= û- cû= ûK2û< 1.所以, ûQ1û·ûQ2û也不
可能同时为 1. 根据稳定性理论知蛙跳格式( 13)无条件稳定.显然,格式( 13)也是三层格式.

单点子域积分使蛙跳格式复活,成为二阶精度显格式.其精度与隐式 Cr ank-Nicolson 格

式相当,而计算量却小得多.这表明了单点子域精细积分对比差分算法的优越性.此结论对三

维情况也适用.

4　数值试验与结论

例如,求解三维扩散方程初边值问题

5u
5t = 52u

5x 2 +
52u
5y 2 +

52u
5z 2　　　　( 0≤ x , y , z ≤ 1, t > 0) ,

u( 0, y , z , t) = e- 3tsin( y + z ) , u( 1, y , z , t) = e- 3tsin( 1 + y + z ) ,

u( x , 0, z , t) = e
- 3t

sin( z + x ) , u( x , 1, z , t) = e
- 3t

sin( 1 + z + x ) ,

u( x , y , 0, t) = e
- 3t

sin( x + y ) , u( x , y , 1, t) = e
- 3t

sin( 1 + x + y ) ,

u( x , y , z , 0) = sin( x + y + z ) ,

( 15)

其精确解为

u( x , y , z , t) = e- 3tsin( x + y + z ) . ( 16)

　　取 $x= $y= $ z = 0. 1, $t= 0. 001 25, 0. 001 66
·

及 0. 002 50(此时 r =
$ t

( $x ) 2 =
$t

( $y ) 2 =

$ t
( $z ) 2相应地分别为

1
800,

1
600及

1
400) .采用单点子域精细积分的 FT CS 格式( 5) ,以及蛙跳格式

( 13)计算到 n= 200.同时,将计算结果与精确解及相应的差分格式计算结果列表进行比较, 如

表 1所示.

表 1　各种格式计算结果比较表( $x = $ y= $z = 0. 1, n= 200)

$ t ( x , y , z )
精确解
( 16)

子域精细积分
FT CS 格式( 5)

差分 FTCS
格式( 8)

子域精细积分
蛙跳格式( 13)

差分蛙跳
格式( 17)

0. 001 25

( 0. 2, 0. 2, 0. 2) 0. 266 718 0. 276 915 0. 2666 94 0. 271 016

( 0. 4, 0. 4, 0. 4) 0. 440 264 0. 472 696 0. 440 187 0. 453 881

( 0. 6, 0. 6, 0. 6) 0. 460 013 0. 493 270 0. 459 934 0. 473 978

( 0. 8, 0. 8, 0. 8) 0. 319 066 0. 330 292 0. 319 039 0. 323 802

溢

出

0. 001 66
·

( 0. 2, 0. 2, 0. 2) 0. 207 720 0. 218 927 0. 207 690 0. 213 596

( 0. 4, 0. 4, 0. 4) 0. 342 878 0. 378 735 0. 342 782 0. 361 569

( 0. 6, 0. 6, 0. 6) 0. 358 259 0. 395 012 0. 358 160 0. 377 423

( 0. 8, 0. 8, 0. 8) 0. 248 489 0. 260 810 0. 248 455 0. 254 957

溢

出

352　　　　　　　　　　　　华 侨 大 学 学 报 (自 然 科 学 版 )　　　　　　　　　　　　2000年



续表

$ t ( x , y , z )
精确解
( 16)

子域精细积分
FT CS 格式( 5)

差分 FTCS
格式( 8)

子域精细积分
蛙跳格式( 13)

差分蛙跳
格式( 17)

0. 002 50

( 0. 2, 0. 2, 0. 2) 0. 125 989 0. 137 303

( 0. 4, 0. 4, 0. 4) 0. 207 96
·
6 0. 244 530

( 0. 6, 0. 6, 0. 6) 0. 217 295 0. 254 748

( 0. 8, 0. 8, 0. 8) 0. 150 716 0. 163 127

溢

出

0. 133 743

0. 232 855

0. 242 799

0. 159 234

溢

出

　　值得注意两点( 1) 差分蛙跳格式为 u
n+ 1
i, j , k= u

n- 1
i, j , k+ 2r ( u

n
i+ 1, j , k+ u

n
i- 1, j , k+ u

n
i, j + 1, k+ u

n
i, j - 1, k+

u
n
i, j , k+ 1+ u

n
i, j , k- 1- 6ui, j , k) . 它是恒不稳定的,计算结果也证明了这一结论. ( 2) 蛙跳格式是三层

格式,需先用其他方法计算第一层网格函数值, 为方便计,算例中采用精确值计算.

从表 1中还可得 3点初步结论. ( 1) 差分蛙跳格式是恒不稳定的,差分 FT CS 格式当 r≤

1/ 6时是稳定的,而 r> 1/ 6时则不稳定. ( 2) 精细积分蛙跳格式的计算精度比相应的FTCS 格

式高,这与理论分析相一致. ( 3) 不同差分格式可用精细积分统一表达.在式( 6)中, e
- 6b
不同近

似式及式( 5)中积分项中被积函数的不同搭配表示, 将另文讨论.
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Meticulous Integration of One-Point Subdomain for

Solving Three-Dimensional Diffusion Equation

Zeng Wenping

( Dept . of Manag. Info. Sci. , Huaqiao Univ. , 362011, Quanzh ou )

Abstract　For solving three-dimensional diffusion equation, a meticulous integ rat ion o f one-point subdomain

is established. The super io rit y of this meticulous integr ation of one-po int subdomain r elativ e to differ ence

method is show n by their stability analy sis.

Keywords　differ ence method, meticulous int egr ation o f one-point subdomain, st ability analysis, thr ee-

dimensional diffusion equation
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