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极值 I型分布恒加应力试验的统计分析

王　锋　　吴绍敏
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摘要　对极值 I 型分布场合,排除形状参数与加速应力无关的限制,进行恒加应力寿命试验统计分

析, 给出正常应力水平下寿命分布的参数及变异系数估计.
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1　问题的提出

问题 1　加速寿命试验的可靠性统计分析,一般作如下假设〔1～4〕.

(Ⅰ) 产品在应力水平 S1 , S2 ,⋯, Sk 的加速条件下,其寿命分布类型与正常应力水平 S 0条

件下的寿命分布类型相同, 即 T i～F(
�i- t
�i ) ( i= 0, k) .

(Ⅱ) �0= �1= ⋯= �k ,即形状参数与应力变化无关.

(Ⅲ) 位置参数 �与所加应力 S 有如下的关系,即 �= a+ b ( S) ,其中  ( S)是应力 S 的某

个已知函数.

假定(Ⅰ)是有道理的, 因加速寿命试验时, 选择的应力水平必须保持“失效机理不变”, 否

则无法进行分析, “失效机理不变”首先反映在分布类型不变. 假定(Ⅲ)是由试验总结出来的统

计模型,是有根据的,可以接受. 假定(Ⅱ)似乎根据不足. 在应力水平 S i( i= 0, k )上产品的寿命

为 T i～F (
�i- t
�i ) ,因 T i≠T j , 当 i≠j ,就该有 �i≠�j , �i≠�j ,故 �与应力的变化不会无关.

问题 2　几乎所有的书籍与文献都是应用图分析法、线性无偏估计法和最优线性无偏估

计法进行分析.这 3种方法计算麻烦且要查许多数值表, 分析出的结论误差较大且难以推广应

用,不利于对产品可靠性的评定.

本文将去掉不合理的假定(Ⅱ) ,应用最大似然估计法,在恒加应力试验下, 对极值 I 型分

布 I (�, �, t)进行统计分析, 方法简单且估计精度高.

极值 I 型可作为串、并联系统的失效分布, 且在应力-强度模型的计算以及在航空、化工、

机械等部门, 都有广泛的应用.
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2　引理与假定

引理 1　设 T～F ( t) = exp{ - exp( -
t- �
� ) } , 则 X= exp( -

T
� )服从指数分布 F ( x ) = 1-

exp( - !x ) ,其中 != exp(
- �
� ) .记 ∀= 1

!= exp(
�
� ) .

证明　P ( X≤t) = P ( exp( - T / �)≤t ) = P( T > - �lnt ) = 1- exp{ - exp(
�lnt- �
� ) } = 1-

exp{ - exp( lnt-
�
� ) } = 1- exp{ - t·exp( -

�
� ) } = 1- exp{ - !t } ,其中 != exp( -

�
� ) .

　　引理2　设T ～I ( �, �, t ) , 则T 的变异系数#= ∃/ 6 (∀+ %)为Euler常数,其中∀= �/ �,
%= 0. 577 215 7⋯.证明略.

　　假定Ⅰ　在正常应力水平S 0和加速应力水平S 1< S 2< ⋯< S k下, 产品的寿命均服从

I (�i , �i, t ) i= 0, k, 其分布函数为 F i( t ) = exp{ - exp( -
t- �i

�i ) } , i= 0, k, 其中 �i> 0是形状参

数, �i 是位置参数.

因指数分布 X～E(!) ,记 ∀= 1
!满足阿伦尼斯方程, ln∀= a+ b ( S ) ,其中  ( S )是应力 S 的

某一已知函数,由引理 1可得.

假定Ⅱ　若 T～I (�, �, t) , 则
�
� = a + b ( S ) . ( 1)

特别当 �= 1, T～I (�, 1, t ) ,则
� = a1 + b1 ( S ) . ( 2)

式( 1) , ( 2)是两个统计模型.

3　参数估计

3. 1　在各加速应力水平 Si 上参数 �i, �i 的最大似然估计

定理　设在应力水平 S i 上,产品寿命 T i 服从 F i ( t) = 1- exp{ - exp( -
t- �i

�i ) }分布, 则

�i, �i 的最大似然估计由方程组:

�i = - �i ln{ 1
r i
[ &

r
i

j = 1
exp( - tij / �i ) + ( ni - r i ) exp( - T

*
i / �i ) ] } ( 3)

以及

�i = 1
r i
&
r
i

j= 1
tij -

&
r
i

j = 1
exp( - tij / �i) + ( n i - r i) T

*
i exp( - T

*
i / �i )

&
r
i

j = 1
exp( - tij / �i) + ( n i - r i) exp( - T

*
i / �i)

( 4)

确定.其中n i 为S i 上试验样品数, r i 为 S i 上的失效个数, ( n i- r i)为S i 上的未失效个数, tij ( j =

1, r i)为应力水平 S i 上的失效时间, T
*
i 为 S i 上的试验截止时间. 当定时截尾时, T

*
i 为截尾试

验时间;当定数截尾试验时, T
*
i = t ir i( i= 1, k) .

证明　用 S i 上的失效数据 ti1 , ti2 ,⋯, t iri ( i= 1, k) .故极大似然函数为
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L ( ti1, t i2,⋯, tir
i
��i , �i) = C ∋

r
i

j= 1

1
�i exp( -

tij - �i
�i ) exp{ - exp(

tij - �i

�i ) } �

exp{ - ( ni - r i) exp[ - (
T

*
i - �i

�i ) ] } ,

lnL = lnC + &
r i

j= 1
ln{

1
�i e

- (
ti j- �i
�i

)

　　　e
- e- (

t
i j
- �

i
�i

)

　　 　} + ( ni - r i ) lne
- e- (

T *
i

- �
i

�i
)

　　 　 =

lnC + &
r
i

j = 1
{ - ln�i - (

t ij - �i

�i ) - e
- (

t
i j
- �

i
�i

)

　　　} - ( n i - r i) e
- (

T *
i

- �
i

�i
)

　　　 =

lnC - r iln�i - 1
�i &

r
i

j = 1
tij +

r i�i

�i - e
�i / �i
　{ &

r
i

j = 1
e
- ti j / �i
　 + ( ni - r i) e

- T
*
i / �i
　　} .

由
�lnL
��i = 0,可得

r i

�i -
1
�i e

�i
�i　[ &

r
i

j = 1
e
-

t ij
�i　 + ( ni - r i) e

-
T *
i
�i　 ] = 0,

e
�i / �i
　　 = r i / [ &

r
i

j = 1
e
-

ti j
�i　　 + ( ni - r i ) e

-
T *
i
�i　　] , ( 5)

或

�i = - �iln[ 1
r i
( &

r
i

j= 1
e
-

t i j
�
i　 + ( ni - r i ) e

-
T
*
i
�
i　 ) ] . ( 6)

由
�lnL
��i = 0,可得

-
r i�i

�2i
-

r i

�i +
1
�2i
&
r
i

j = 1
tij +

�i
�2i
e
�i / �i　 [ &

r
i

j = 1
e
-

ti j
�
i　 + ( ni - r i ) e

- T
*
i / �i　　] -

e
�
i
/ �

i　
1
�2i [ &

r
i

j= 1
tij e

- t
i j
/�

i　　 + T
*
i ( ni - r i) e

- T *
i
/ �

i　 　] = 0. ( 7)

把式( 5)代入式( 7) ,整理得

�i = 1
r i
&
r i

j= 1
t ij -

[ &
r
i

j= 1
tij e

- t
i j
/�

i　　 + ( ni - r i) T *
i e

- T *
i
/ �

i　 　]

&
r
i

j= 1
e
- ti j /�i
　　 + ( ni - r i) e

- T *
i / �i
　 　

. ( 8)

由式( 6)和( 8)知定理成立.

应用时,只要对式( 4)进行迭代. 令� i= 1代入式( 4)右边求得 � i1,再将� i1代入式( 4)右边求

得 � i2, 如此迭代 k 次使得� � ik- � ik+ 1� < 0. 001即停止. 将 � ik作为 � i的估计值,再将 � i代入式( 3)

求得 � i.
3. 2　�0的估计

利用数据组( � i,  ( S i ) ) , i= 1, k,由式( 2)按最小二乘法,可求得

a
 
1 = �- - b

 
1,  -, b 1 = [ &

k

i= 1
� i ( S i) - k�- -] / [ &

k

i= 1
 2 ( S i) - k -

2

] ,

以及

�- =
1
k
&
k

i= 1
� i,　 -= 1

k
&
k

i= 1
 ( S i) . ( 9)

从而,得到方程式为

� = a
 
1 + b

 
1 ( S ) . ( 10)
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因此,可求得 �0的估计值 � 0= a
 
1+ b

 
1 ( S0 ) .

3. 3　�0的估计

记 ∀ i=
� i
� i .利用数据组(∀ i ,  ( S i ) ) , i= 1, k ,由式( 1)按最小二乘法可求得

a
 
= ∀-- b

  -,　b
 
= [ &

k

i= 1
∀ i ( S i) - k∀-  -] / [ &

k

i= 1
 2 ( S i ) - k -

2

] , ( 11)

其中 ∀-= 1
k
&
k

i= 1
∀ i ,  -= &

k

i= 1
 ( S i) .得方程 ∀ = a

 + b
  ( S ) ,于是得 ∀0的估计值 ∀ 0= a

 + b
  ( S0 ) , 从而得

到 �0的估计值 � 0=
a
 
1+ b

 
1 ( S0 )

a
 + b

  ( S0 )
.由引理 2可得变异系数 #的估计值,即 # = ∃/ 6 (∀ 0+ %) .

4　实例计算

假定某种电子元件的寿命服从极值 I 型分布,现抽取一批样品进行温度的恒加应力寿命

试验,其结果如表 1所示.

表 1　恒加应力试验数据

应力水平/ K 样品数 失效数 失效时间/ h 截止时间/ h

S 1= 360 n1= 20 r 1= 4 4. 07, 4. 37, 6. 00, 6. 20 T *
1 = 6. 5

S 2= 400 n2= 16 r 2= 4 2. 80, 3. 20, 3. 85, 5. 23 T *
2 = 5. 3

S 3= 440 n3= 12 r 3= 4 2. 20, 2. 40, 3. 47, 4. 57 T *
3 = 4. 6

S 4= 480 n4= 8 r 4= 4 1. 20, 2. 09, 3. 40, 3. 95 T *
3 = 4. 6

　　试求在正常温度 S0= 320 K 下,产品寿命分布函数及可靠性特征值估计.

4. 1　�i 和 �i 的估计
将各加速应力水平的数据代入式( 3) , ( 4)进行迭代. 取精度为 0. 000 1,求得 � 1= 0. 593 3,

� 1= 4. 500 6; � 2= 0. 555 6, � 2= 3. 248 7; � 3= 0. 614 5, � 3= 2. 616 5; � 4= 0. 845 4, � 4= 1. 970 7.

4. 2　�0的估计

取  ( S) = 1/ S k0 , k0= 0. 861 7×10
- 4
/ k (波兹曼常数) , 可得

 i: 32. 236 0, 29. 012 4, 26. 374 9, 24. 177 0;

�i: 4. 500 6, 3. 248 7, 2. 616 5, 1. 970 7;

∀ i=
� i
� i : 7. 585 7, 5. 847 2, 4. 257 9, 2. 331 1.

由 ( �= 0. 994 7,说明方程 � = - 5. 549 7+ 0. 308 9 ( S )可靠.将  ( S0 ) = 36. 265 5代入该

方程,求得 � 0= 5. 652 7.

4. 3　�0和 #0的估计
由假定Ⅱ的 ∀= a+ b ( S ) ,类似可得 ∀ = - 12. 913 5+ 0. 641 1 ( S ) .因 ( �= 0. 993 6,说明

方程可靠,将  ( S 0)代入该方程求得 ∀0的估计值, ∀ 0= 10. 336 6,进而可以求得 �0的估计值, 即

� 0= 0. 546 9.

变异系数 # 0 的估计为 # 0= ∃/ 6 ( ∀ 0+ %) = 0. 117 52. 因此,正常应力下产品寿命的分布

函数为

F 0( t ) = exp{ exp(
t - 5. 652 7
0. 546 9

) } .
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由此可求得所有可靠性特征值.

5　结束语

( 1) 由实例计算知,形状参数 �并非与应力无关.

( 2) 若认为形状参数 �与应力无关,则加上假定 �0= �1= �2= ⋯= �k.此时, 假定(Ⅱ)中的

�
� = a+ b ( S )与 �= a1+ b1 ( S )两个模型实质上一样,故可去掉( 1) , 恰好与许多文献的假定一

致 . 此时可认为�i ( i = 1, k )的不同是由随机误差引起的, 因此�0的估计值可用�-= 1
4 &

4

i= 1
� i=

0. 652 2,无需应用图分析法或最佳线性无偏估计法.应用最大似然估计法,既简单又精度高.

( 3) 若无法判断 �i ( i= 1, k )的差异是随机误差, 那么形状参数 �与应力无关的假定,不是

错误就是多余,可采用本文的方法.

( 4) 对 �0的估计方法不同,会影响对变异系数的估计. 用 �-0= 0. 652 2算得 #-0= 0. 138 7,

用 � 0= 0. 546 9又算得 # 0= 0. 117 5,当然也会影响其它可靠性特征值.
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Statistical Analysis of Constant Stress Accelerated

Life Testing for the Occasion of

Extreme Value I Distribution

Wang Feng　　Wu Shaomin
( Dept . of Manag. Info. Sci. , Huaqiao Univ. , 362011, Quanzh ou )

Abstract 　A statist ical analysis is m ade on the constant str ess acceler ated life t est ing . It is made for the oc-

ca sion o f ex tr eme value I distr ibut ion w here the r estr iction that shape par ameter r emains unchanged at differ-

ent stress levels. The estim ates o f par ameter and var iation coefficient of life dist ribution a re given under nor-

mal str ess lev el.

Keywords 　ex tr eme value I, constant str ess accelerat ed, st atistical analysis
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