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具有混合试验中参数的 Bayes估计
及 其 分 布 函 数

�
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摘要　混合试验是寿命分析中极其有用的检验设计,它比定时试验或定数试验提供更多的试验信

息. 由此研究了混合试验中指数分布参数的 Bayes 估计, 并导出 Bayes 估计的分布函数.

关键词　混合试验, Bayes 估计,指数分布, Bayes 估计的分布函数

分类号　

1　问题的提出

试验设计是寿命测验、生存分析和生命科学中极其重要的验检手段.通常有多种类型的试

验方法 . 当检验费用随着时间而迅速增加时, 可以选用定时试验( T ype Ⅰ Censoing ) ; 当产品

的样本极昂贵时, 一般采用定数试验( T ype Ⅱ Censoing )以降低检验费用. 混合试验是定时试

验和定数试验的有用推广, 它结合了这两种试验的优点以便提供较可靠的试验信息.混合试验

要求检验在一个给定的时间或者一个给定的产品数失效时停止.这种试验是一种极其经济和

有效的检验方法.然而, 由于混合试验的试验时间和产品的失效个数都预先未知,也就是说这

两个指标都是随机变量.因此, 混合试验中的统计性质就变成非常复杂,从而限制了混合试验

的实用性.

在寿命分析中, 产品的质量通常都服从于寿命分布, 例如指数分布、Weibull 分布和伽玛

分布. 实际上, 指数分布是一个最常用的分布并在寿命检验和生存分析中起着重要的作用.

1995年, Balakrishnan
〔1〕系统地介绍了指数分布在各个领域的应用.特别地,文〔1〕给出了具有

混合试验的指数分布参数的最大似然估计. Lam 于( 1990和 1994年) 〔2, 3〕分别研究了具有定时

试验和定数试验下,变量抽样方案的优化设计. 1999年, Chen
〔4〕
研究了具有混合试验变量抽样

方案的决策论方法. 1998 年, Chen 运用 Bayesian 决策论方法, 给出了具有混合试验变量接受

方案的最优 Bayesian 决策准则.本文试图研究混合试验中指数分布模型参数的 Bayes 估计,

同时推导出 Bayes 估计的分布函数.这些结果,对于推动混合试验的应用和发展,都十分有益.

2　混合试验( r, t)

设 X 1 ,⋯, X n是独立同分布的随机变量并且服从指数分布 exp(�) , �是一个未知的参数 .
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设 X ( 1)≤⋯≤X ( n)是相应的顺序统计量并基于混合试验( r, t ) ,其中 r 和 t是已知的试验参数.

设 �= m in{ X ( r) , t }和 M ( �) = max { i : X ( i)< �} ,则 �表示混合试验的检验时间,M ( �)代表
至时间 �时样本的失效个数. 故实际的观察样本值,可表示为 Zi= m in{X ( i) , �} , i= 1,⋯, n. 显

然,试验时间 �和失效数 M ( �)都是随机变量. 因此,我们得到 �的分布函数为

P( �≤ y ��) =
 
n

k= r

n

k
( 1 - exp{ - �y } ) kexp{ - �( n - k) y } ,　y < t,

1,　　　　　y ≥ t,

( 1)

并且M ( �)的概率分布为
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n

k
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利用式( 1)和式( 2) ,平均试验时间和平均总失效数可表示为
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和
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kP (M ( �) = k��) + rP (M ( �) = r ��) =
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( - 1) j

n

k

k

j
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　　值得注意的是,混合试验中平均试验时间和平均试验总失效个数比定时试验和定数试验

都小,这正是混合试验的优良特性.

3　参数的 Bayes估计及其分布函数

下面定理描述了混合试验中参数的 Bayes估计.

定理1　设 X 1 ,⋯, X n是独立同服从于指数分布 exp( �)的随机变量,其中参数 �未知并有
一个伽玛先验分布 !(∀, #) .那么基于混合试验的参数 �的 Bayes估计为

��= M ( �) + ∀
SM ( �) + # . ( 5)

平均寿命 ∃= E( X ��)的 Bayes估计为

∃�=
SM ( �) + #
M ( �) + ∀, ( 6)

其中S M( �)=  
M ( �)

i= 1
X (i) + ( n- M ( �) ) �表示试验总时间.

330　　　　　　　　　　　　华 侨 大 学 学 报 (自 然 科 学 版 )　　　　　　　　　　　　1999年



证明　利用混合试验的性质,我们得到( X ( 1) ,⋯, X M( �) ;M ( �) = m )的联合密度函数

f ( X ( 1) , ⋯, X (m ) ; m ��) =

n!
( n - m) !

�m
exp{ - �(  
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因此, �的后验密度函数为
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故参数 �的 Bayes估计为
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∞

0
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其次,平均寿命 ∃= E( X ��) = 1
�的 Bayes估计为

E
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故定理 1得证.现我们进一步给出了 Bayes 估计的分布函数 .

定理 2　在定理 1的条件下,平均寿命的 Bayes估计 ∃�的分布函数为

P (∃� < T ) =  
r - 1

m= 0

0,　　T m < ( n - m) t,

 
[ b
m
]

j = 0
( - 1) j

m

j

n

m
exp{ - �( n - m + j ) t } Im(�( bm - j ) t ) ,

( n - m) t < T m≤ nt,

 
m

j= 0
( - 1)

j m

j

n

m
exp{ - �( n - m + j ) t } ,　　nt < T m,

+

Ir ( �T r ) ,　　　　T r < ( n - r + 1) t ,

Ir ( �T ) -  
[ b

r
] - 1

j = 0
( - 1)

j r - 1

j

n

r - 1
exp{ - �( n - r + 1 + j ) t }

　　
n - r + 1

n - r + 1 + j
Ir ( �( br - j - 1) t) ,

( n - r + 1) ≤ T r < nt,

1 -  
r - 1

j = 0
( - 1)

j r - 1

j

n

r - 1
exp{ - �( n - r + 1 - j ) t } ,

nt≤ T r ,

( 7)

其中 bm= mT m/ t- ( n- m ) , Ia ( b) =∫
b

0
u
a- 1

exp { - u} du/ ! ( a) ,是不完全的伽玛函数, T m= (m

331第 4 期　 　　　　　　　陈建伟: 具有混合试验中参数的 Bayes 估计及其分布函数　 　　　　　　　　　



+ ∀) T - #.

证明　由定理 1,我们得平均寿命的 Bayes估计为 ∃�=
S m( �) + #
M ( �) + ∀.因此,其分布函数可写成

P (∃�< T ) = P ( Sm( �) < (M ( �) + ∀) T - #) =

 
r

m= 0
P ( Sm ( �) < T m,M ( �) = m) , ( 8)

其中T m= ( M ( �) + ∀) T- #, m= 0,⋯, r.为了导出分布函数, 首先我们考虑下列积分:
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另一方面,利用定理 1的结果,可得
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结合式( 9) , ( 10)和( 11) ,我们证明了定理 2.

特别地, 当 T< [ {n- r+ 1) t+ #] / ( r+ ∀)时,平均寿命的 Bayes估计 ∃�的分布函数正好是
一个伽玛分布 !( r , ( r+ ∀)�) .因此, 定理 2是伽玛分布的推广.如果试验是定数试验, 那么
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P( ∃�< T ) = T r (�( (m + ∀) T - #) ) .
其次,如果试验是定时试验,那么 Bayes估计的分布函数化为

P (∃�< T ) =  
n

j= 0

 
[ b

m
]
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( - 1) j m

j
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m
exp{ - �( n - m + j ) t } I m(�( bm - j ) t ) ,
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j = 0
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m
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n

m
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　　另一方面, 利用定理 2和 Bayes 估计分布的单调性,我们可构造出平均寿命 ∃的置限下
界.给定信度 ∀,设 L ( ∃)是 ∃的函数, 使得:

∀= P (∃�≥ L (∃) ) .
那么

P (∃�≥ L
- 1
(∃) ) = 1 - ∀.

故 L
- 1
(∃)就是平均寿命 ∃的一个 1- ∀置限下界.
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Bayes Estimation of Parameters in Mixed Censoring

and Its Distribution Function

Chen Jianwei
( Dept . of Manag. Info. Sci. , Huaqiao Univ. , 362011, Quanzh ou )

Abstract 　As the most useful inspection design in life analy sis, t he m ixed censor ing pr ov ides w it h m ore in-

formation than bo th T ype Ⅰ and Type Ⅱ censor ing . T he author investig ates her e t he Bayes estimation o f ex-

ponent ially dist ributed par ameter s in mixed censor ing ; and der iv es t he distr ibution function of Bayes estima-

tion.
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