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柔性机械手逆动力学计算及运动精度控制
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摘要　当前, 许多对振动的主动控制方案和逆动力学方法, 存在控制策略算法复杂, 实时控制较难

的问题 . 基于机械臂为一个具有高难度、非线性和强耦合的复杂系统, 对柔性机械手的逆动力学

和振动抑制问题进行研究 . 应用极限原理, 提出关节求逆方法,得到最优驱动力矩, 使逆动力学计

算更为简便 . 研究机械臂弹性振动的控制原理和策略 . 应用在系统构件的适当位置 . 施加附加控

制力矩的方法, 以实施系统变形各阶主模态的控制 . 提出抑制系统振动的有效方法,显著减少结

构柔性对精确定位的影响, 提高机构的运动精度和稳定性 .
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为适应机构向高速和高精度发展,机构设计趋向轻质化、柔性化, 从而提高工作效率和机

动性,并减少能耗 . 由于结构中柔性因素的存在,使机械手成为一个具有高维数、非线性和强

耦合的复杂系统 . 这样,振动问题更加突出,给提高控制精度带来困难,严重影响机构的运动

定位精度 . 因此,机械臂的震动控制已成为当前机械学领域的一个重要研究方向 . 为了控制

机械手的定位精度, 自 80年代中后期以来, 已提出了许多主动控制方案〔1～3〕和逆动力学方

法〔4, 5〕. 但由于其控制策略算法复杂、收敛性差,实时控制仍存在困难, 应用具有局限性 . 本文

对机械手的逆动力学进行求解 . 应用极限原理,根据点位运动和弹性变形的制约条件,将机械

手的运动控制和振动抑制归结为非线性的边值问题 . 这样,使逆动力学的计算更简便、稳定性

更好 . 为了有效地抑制系统臂端的振动,除了采用关节求逆的非线性主体控制方法外,还要采

用模态控制理论 . 在机械臂的适当位置,施加附加控制力矩的方法,能更有效地抑制系统的弹

性振动,提高机构的运动精度 .

1　系统动力学正则方程

设柔性机械手均质,杆长为常量, 末端有集中质量, 不考虑重力 . 推导 Lagr ange方程, 可

得到柔性机械手动力学方程的一般形式

Mq
b+ cq

a+ K q = F( t ) , ( 1)

式中 M 为系统正定对称 n×n 广义质量矩阵; F ( t )为广义力向量; q为广义坐标列阵, q= [ d,

H,F] T, d 为连杆相对滑动坐标, H为连杆之间相对转动坐标, F为连杆的弹性变形模态坐标 .
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设臂杆 j 取 s j 阶模态,在其上任一点 x j 处的变形为

uj ( x j , t) = 2
s
j

i= 1
Uj i( x j ) Fj i( t ) ,　　j = 1, 2⋯, n, ( 2)

式中 Uj i ( x j )为臂杆 j 模态形状函数, Fj i为与 Uj i ( x j )对应的模态系数 .

式( 1)可写成非线性状态的 New ton-Euler 方程形式, 令 z= [ q, qa] T ,则有
z
a= p ( z) z + T( F, t ) = f ( z , F, t ) , ( 3)

式中 p =
0 I

- M
- 1
K - M

- 1
F

, T=
　0

M
- 1
F

, I为单位矩阵 .

2　逆动力学方程解

为提高柔性机械手的点位运动精度,使其振动得到抑制,要求机械臂在规定时间[ t0 , te]内

完成规定的动作( t 0为运动起始时间, te 为运动结果时间) . 在运动结束时,要求臂杆的速度和

振动为零,则 Hte= He, Hate= 0, d t
e
= de, date= 0,Fj i( te) = 0, Faj i(te )= 0. 考虑到运动结束时,输入的力(力

矩) F= 0,要求 Hbt
e
= 0,Fbj i( t

e
)= 0.

由边界条件要求式( 3)满足 z ( t 0) = [ 0, 0, 0, 0, 0, 0]
T
, z ( te) = [Hae , 0, 0, 0, 0, 0] T. 机械臂从

状态 z ( t 0)过度到 z ( te) ,完成一次运动到达预期的工作位置 . 为寻求输入的 F( t )值,实现最优

控制,取运动控制中的目标函数作为系统的性能指标有

T = 1
2∫

t
e

t
0

[ zTQz + F
T
RF] dt , ( 4)

式中 Q为正定或半正定对称加权矩阵, R 为正定加权系数 . Q, R 用以限制运动中的弹性振动

和能耗 . 在时间[ t 0, t e]内,为了使机械臂以最优状态轨迹移动, 取目标函数式( 4)的最小值输

入 F
* ( t)为

F
*
( t ) = -

1
2R

- 1KT
( t )

5
5Ff ( z, F , t) , ( 5)

式中 K( t ) = [ K1 ( t) , K2 ( t) , ⋯, Kn( t ) ]为伴随向量函数,可得正则方程

z
a= f ( z , F

*
, t ) , ( 6)

Ka= - 2Qz - KT ( t) 5
5z f ( z , F

* , t ) . ( 7)

　　将式( 5)～( 7)结合边界条件,可确定最优输入广义力 F( t ) , t∈[ t0 , te] . F( t )达到增强收敛

性,有效地抑制弹性振动,提高机械臂运动定位精度 .

3　 Jacobi矩阵分块计算

求解方程( 6)时,要计算方程右端函数的 Jacobi矩阵 . 机械手系统可以看成,是手腕与手

臂子系统连接组成的一个较高耦合操作器 . 因此,机械手整体系统的 Jacobi矩阵,可以分离成

手臂和手腕子系统的 Jacobi矩阵的组合 . 由于子系的关节少,矩阵排列和计算简单,从而减少

了整体的计算量 . 式( 6)右端 f ( z , F, t)的 Jacobi矩阵可写成

J( z ) =
5f
5z =

J1 J2

J3 J4

, ( 8)
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J( z )中第 1列单元J1 , J3受到手臂关节运动的影响; 第2列单元 J2, J4受到手腕关节运动的影

响 . 子系 Jacobi的关系式
〔6〕
为

J1 = DA
i
ZA

i- 1
× ( PN - PA

i- 1
) + ( 1 - DA

i- 1
) ZA

i- 1
,　 i = 1, 2, 3,

J2 = ZW
i- 1
× ( PN - PW

i- 1
) ,　J3 = DA

i
ZA

i- 1
,　J4 = ZW

i- 1
,

式中 PN为机械手末端速度, PAi- 1为手臂第 i- 1杆端速度, PW i- 1为手腕第 i- 1杆端速度, ZAi- 1

为手臂关节轴矢量, ZW
i- 1
为手腕关节轴矢量 . 转动关节, 则 Di= 1;移动关节,则 Di= 0.

4　附加控制力

对机械手振动控制的一个有效的方法,是在系统构件适当的地方施与附加控制力矩,应用

压电晶体驱动器产生所需的控制力矩 . 薄膜状的压电晶体驱动器贴附于构件上,在交变电压

作用下,薄膜相对于构件伸长或收缩,对构件产生纵向弯曲应力形成弯曲力矩,有效地控制系

统的弹性振性 .

附加控制力矩是实施于系统变形各阶主模态的控制,将式( 1)转化到模态空间, 得到一组

解耦方程

Fbi + 2KiXiFa+ X2
1Fi = Fc,　 i = 1, 2,⋯, m, ( 9)

式中 U为为模态矩阵,F为与之对应的模态坐标, Xi 为系统的第 i阶固有频率, K为模态阻尼
比, Fc为附加模态控制力, m 为低阶模态数 .

　　将式( 9)写成状态方程,有

x
a
i = A ix i + B iFci, ( 10)

式中 A i=
0 I

- X2
i 2KiXi

, B i=
0

I
, x i=

Fi
Fai

.

式( 10)取二次型目标函数, 有

T
*
=

1
2∫

t
e

t
0

( x
T
Qx + F

T
c RFc) dt , ( 11)

式中 Q, R 为正定加权函数 .

由驻值条件可求出,第 i阶模态的最优控制力为

Fci = - R
- 1
i B

T
P ix i, ( 12)

式中 P i 为代数 Riccat i方程, 即

- P iA i - A
T
i P i - Q i +

1
R
P iB iB

T
i P i = 0,　 i = 1, 2, ⋯, m ( 13)

的正定对称解 . 方程( 13)为 2×2的矩阵方程 .

将式( 12)代入式( 10) , 可得到第 i阶模态的闭环状态方程

x
a
i = A icx i, i = 1, 2, ⋯, m, ( 14)

式中 A ic=

0 I

- X2
i -

P i

R i
- 2KiXi-

P i

R i

. 令 a= - X2
i , b= - 2KiXi, 则式( 14)对应特征方程的特征

根为

C1, 2 = ( bi ± b
2
i + 4a) / 2. ( 15)
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因此,可得臂杆振动圆频率 Xi= b
2
i + 4a= 2Xi K2- 1. 当模态阻尼比 Ki< 1时,振动按指数衰

减;而当 Ki> 1时,将以减小了的频率振动 .

5　数值算例

平面二杆机构(图 1)臂长均为 1. 0 m ,弹性模量E 为 70 GPa,单位长度材料密度 Q为 0. 5

kg·m- 3 , K 1 为 950 N·m·r ad- 1, C1为 0. 25 N·m·( rad·s) - 1 ,末端集中质量 M 为 2. 0

kg. 臂杆变形取前两阶模态, 加权系统给定 R= diag [ 2, 0, 0] , Q= diag [ 0, 100, 500, 0, 20, 10] .

由仿真结果得到关节 1, 2的控制力矩 S1, S2 ,如图 2, 3表示 . 在两臂杆中点施与附加控制力矩

后(此时加权系数给定 R= 1. 0, Q= diag [ 0, 20. 0, 10. 0, 0, 10. 0, 5. 0]为单位矩阵) . 由图 4可

以看出,臂端的振动得到了明显的抑制 .

图 1　平面二杆机构 图 2　臂端弹性位移

图 3　关节 1输入力矩 图 4　关节 2 输入力矩
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6　结论

( 1) 本方法对求解柔性机械手逆动力学问题相当有效, 而且方便 . ( 2) 由关节的主体控

制,加上在机械手臂杆适当位置施与附加控制力,是控制机械手振动的有效方法,也是提高机

构运动精度的有效途径 . 该控制方法具有良好的稳定性 .
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Inverse Dynamic Calculation of Flexible Manipulator

and Control of the Precision of Its Motion

L in Ruilin
( Dept . of Elect romech . Eng . , Huaqiao Univ. , 362011, Quanzh ou)

Abstract 　In main activ e contr ol schemes and inverse dynamic met hods on v ibr ation, ther e ex ist the problems

of complicat e in str ategy and alg or it hm of cont ro l and difficult in r eal-tim e contr ol. I n view of the fact s that

the r obot m anipulator is an ex tr emely difficult, nonlinear , str ong-coupling com plicate sy st em , a study is made

on the inverse dynamics and vibr ation inhibition o f flex ible manipulato r . By apply ing pr inciple o f limit, an in-

ver sion method is pr esented for the jo int and the optimal dr iv ing m oment is obtained w hich w ill facilitate the

inver se dynamic calculation. The study o f the elastic v ibr ation of robo t manipulato r center s on pr inciple and

stra tegy of its contr ol. The proper position o f the mem ber is ex er ted so as to r ealize t he contro l of the main

modals of system defo rma tion in differ ent o rder . An effectiv e met hod is obtained fo r inhibiting vibr ation o f the

system, with which the effect o f structur al flex ibility on precision positioning can be r emarkably r educed and

the stability of the precision of t he m otion can be im proved.

Keywords 　flex ible r obo t manipulato r , inver se dynamic calcula tion, contr ol of the precision of mo tion
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