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摘要　以求解对流-扩散方程的中心差分格式、显式逆风格式、Sam arskii格式和修正 D ennis 格式

为基础, 构造了若干新的交替分组显式格式,并证明它们是无条件稳定的 . 数值结果表明 ,除了基

于中心差分格式的 A GE 格式与 AD E 格式外,其他的各种A G E 格式与相应的 A DE 格式的精度相

当. 它们对高 Reyno lds 数也是有效的 .
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对流-扩散方程是描述粘性流体运动的非线性方程——Burgers 方程的线性化模型,并且

它们本身也描述了许多自然现象 . 因此,求解对流-扩散方程的计算方法引起了充分的重视,

目前已有很多算法 . 但是这些算法中,显式格式的稳定性限制较苛刻,而隐式算法虽不受稳定

性限制,但要求解线性方程组,故这些算法均不适合于在并行机和向量机上实现 . 针对这一问

题, Evans
〔1〕
首先就扩散方程提出了分组显式差分格式,由于该格式既无稳定性限制,又可显式

计算,故一直受到重视 .

本文考虑对流-扩散方程的初边值问题

5u
5t + a

5u
5x = E 5

2
u

5x 2　　　( 0 < x < 1, t > 0) , ( 1)

u( x , 0) = f ( x )　　　 　( 0≤ x ≤ 1) , ( 2)

u( 0, t) = g1 ( t) , u( 1, t) = g2 ( t)　( t > 0) , ( 3)

其中a 为常数, E> 0为小参数 .

本文将利用分组显式方法的思想, 把对流-扩散方程常见的 4种差分格式〔2〕——中心差分

格式、显式逆风格式、Samarskii格式和修正 Dennis格式,改造为一类新的半隐式差分格式, 进

而构造相应的交替方向( ADE)格式及交替分组显式( AGE)格式 . 并证明AGE 格式是无条件

稳定的 . 最后,给出了数值例子,分析比较各种 AGE格式与相应的 ADE 格式 . 我们发现除

了基于中心差分格式的 AGE 格式及 ADE 格式外,其余的各种 AGE 格式的精度与其相对应

的 ADE 格式的精度相当, 它们对高 Reynolds 数也是有效的 . 应该指出,本文方法也可推广到

非线性 Burg er s方程,将另文讨论 .
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1　分组显式( GE)格式

对区间[ 0, 1]取均匀网格 x j = j h, j = 0, 1,⋯, m , mh= 1; t n= nS, n= 0, 1, 2,⋯.

对流-扩散方程( 1)有四种常见格式〔2〕. ( 1) 中心差分格式
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( 2) 显式逆风格式
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其中R $= ah/ E为网格 Rey no lds数 . ( 3) 显式 Samarskii格式
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( 4) 修正 Dennis格式
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　　格式( 4)～( 7) ,可以统一写为

u
n+ 1
j = u
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j - P( un
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j - 1) + Q ( un
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其中

P =
aS
2h = r õ ah

2 C rp 1, r = S/ h2
, p 1 =

ah
2 , ( 8)

Q C rQ 1, ( 9)

Q1 =

E　　(中心差分格式) ,

E( 1 +
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( 10)

由此给出相应的半隐式格式
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n
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n
j , ( 11)
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　　为形成分组显式格式, 将( x j , t n+ 1)及( x j + 1, tn+ 1 )分成一组,在点( x j , tn+ 1 )用格式( 11) ,在点

( x j + 1, t n+ 1)用格式( 12) . 于是有如下的 2×2方程组

( 1 + rQ1 ) u
n+ 1
j + r ( P 1 - Q1 ) u

n+ 1
j + 1 = r ( P 1 + Q1 ) u

n
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j + ( 1 + rQ 1) u

n+ 1
j+ 1 = ( 1 - rQ 1) u

n
j + 1 - r( P 1 - Q 1) u

n
j+ 2 . ( 14)

其矩阵形式为
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所以,式( 14)可以显式地表示为
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　　对不成组的内点, 则单独给出如下:

右不成组点

u
n+ 1
m- 1 =

1
1 + rQ 1

[ - r( P 1 - Q 1) un+ 1
m + r( P 1 + Q 1) un

m- 2 + ( 1 - rQ1 ) un
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左不成组点

u
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0 + ( 1 - rQ 1 ) un

1 - r ( P 1 - Q1 ) un
2 ] . ( 18)

　　利用上述计算公式,可以形成GE 算法 . ( 1) m 为偶数 . ( a) GER(靠右边界的内点为不成

组点)对左起的 m- 2个内点用格式( 16) ,对最后一个内点则用格式( 17) . ( b) GEL(靠左边界

的内点为不成组点)对左起的第一个内点用格式( 18) ,其余 m- 2个内点依次分为
1
2

( m- 2)

组,用格式( 16) . ( c) ( S) AGE(单交替分组显式格式)在第 n+ 1时间层上用 GER 格式,在第 n

+ 2时间层上用 GEL 格式 . ( d) ( D) AGE (双交替分组显式格式)依下列次序运用 GER 和

GEL 算法, GER→GEL→GEL→GER. ( 2) m 为奇数 . 由点为 m- 1个(偶数) ,可以形成 GE

算法 . ( a) GEC(完全分组显式格式)分内点为两个点一组,共分
1
2 ( m- 1)组,每组内点均采用

格式( 16) . ( b) GEV(靠近左右边界点的两个内点不成组)靠近右边界点的内点采用格式( 17) ,

靠近左边界的内点采用格式( 18) ,其余内点则分为
1
2

( m- 3)组.在每组点上采用格式( 16) .

由 GEC 和 GEV 可如前构造出( S) AGE 和( D) AGE格式 . 由于 m 为偶数,与奇数情况类

似 . 下面仅考虑 m 为偶数的情况 .

此外,由公式( 12) , ( 13)也可形成依时间交替方向显式( ADE)格式为

u
n+ 1
j =

1
1 + Q

{ ( Q - P ) un+ 1
j + 1 + ( 1 + Q ) un

j + ( P + Q ) un
j - 1}

( j = 1, 2,⋯, m - 1) , ( 19)

u
n+ 2
j = 1

1 + Q
{ ( P + Q ) un+ 2

j- 1 + ( 1 + Q ) un+ 1
j + ( P - Q) un

j+ 1}

( j = m - 1, m - 2, ⋯, 1) . ( 20)
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　　各种算法的局部截断误差可用 T aylor 级数展开而得, 其阶为 O ( S+ h
2
+
S
h

) . 由此看出,

仅当 S, h→0且 S/ h→0时格式是相容的 . 在 GER, GEL 算法中,在不合网格点上截断误差中

含有
S
h
的项的量值相等而符号相反, 当交替使用时互相抵消 . 特别在( S ) AGE, ( D) AGE 及

ADE 格式中, 在不同时间层上也有类似作用 . 因此在实际计算中精度是高的 .

2　稳定性分析

2. 1　GER格式的矩阵形式为
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于是,方程( 21)可改写为 u
n+ 1= TGERu

n+ b
~n,其中
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b
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1 .
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T GER =
1
B õ

1 - ( rQ1 ) 2 ( 1 - rQ 1) rA1 ( rA1 ) 2

( 1 - rQ 1) rA2 1 - ( rQ1 ) 2 ( 1 + rQ1 ) rA1

( 1 + rQ 1) rA2 1 - ( rQ1 ) 2 ( 1 - rQ1 ) rA1 ( rA1 ) 2 0

( rA2 ) 2 ( 1 - rQ1 ) rA2 1 - ( rQ1 ) 2 ( 1 + rQ1 ) rA1 0

w
( 1 + rQ 1) rA2 1 - ( rQ1 ) 2 ( 1 - rQ1 ) rA1 ( rA1 ) 2

( rA2 )
2

( 1 - rQ1 ) rA2 1 - ( rQ1 )
2

( 1 + rQ1 ) rA2

( 1 - rQ 1) B
1 + rQ 1

,

其中 B= 1+ 2rQ 1+ r
2
(
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2
. 如果网格比 r 满足条件
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1

max ( ûQ 1 - ah
2
û, ûQ 1 + ah
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则有‖T GER‖∞≤1. 从而得到
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定理 1　GER( GEL)格式在条件( 22)下稳定,其中 Q 1 取值如式( 10)所示,随原始格式的

不同而变化 .

2. 2　( S)AGE及(D)AGE格式

( S) AGE 格式为

( I + rG1 ) un+ 1 = ( I - rG 2) un + b
n
1,

( I + rG2 ) u
n+ 2

= ( I - rG 1) u
n+ 1

+ b
n+ 1
2 ,

( 23)

其中b
n
2= ( r( P 1+ Q1 ) u

n+ 1
0 , 0, ⋯, 0, - r ( P 1- Q 1) u

n
m) T . 此时可写出

u
n+ 2

= T su
n

+ b
n
,

其中 T s= ( I + rG 2) - 1 ( I - rG1 ) ( I+ r G1) - 1( I - r G2)为( S) AGE 格式的传播矩阵 . 为证明( S)

AGE格式的稳定性将用到 Kellog g 引理 .

Kellogg引理
〔3〕　设 Q> 0,如果 B+ B

* 为非负定矩阵, 则有估计式

‖( I - QB ) ( I + QB )
- 1
‖2 ≤ 1.

　　定义矩阵

T
~

s = ( I + rG2 ) T s( I + rG 2) - 1 =
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- 1

( I - r G2) ( I + r G2 )
- 1

.
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~

s , T s 的相似性知其谱半径相等,即 Q( T~ s ) = Q( T s) , 从而有
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其特征值为

L2i- 1 = 0, L2i = 2, Lm- 1 = 1　( i = 1, 2,⋯, m - 2
2

) ,

故 G1+ G
*
1 为非负定矩阵 . 同理, G2+ G

*
2 也是非负定矩阵,故由 Kel logg 引理知

‖( I - rG1 ) ( I + rG 1)
- 1
‖2 ≤ 1,

‖( I - rG2 ) ( I + rG 2)
- 1
‖2 ≤ 1.

于是,有 Q( T s )≤1,从而有

定理 2　( S) A GE 格式是无条件(弱)稳定的 .

同理可证

定理 3　( D) AGE格式也是无条件(弱)稳定的 .

3　数值试验

考虑如下对流-扩散方程初边值问题
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5u
5t = a

5u
5x + E 5

2
u

5x 2　　　( 0 < x < 1, t > 0) , ( 24)

u( x , 0) = e- x　　　　　( 0≤ x ≤ 1) , ( 25)

u( 0, t) = e( E- a) t, u( 1, t) = e- 1+ ( E- a) t　( t > 0) . ( 26)

其精确解为

u( x , t ) = e
- x+ ( E- a)t

　　( 0≤ x ≤ 1, ( t > 0) . ( 27)

取 a= ±1, E= 10- 1, 10- 3 , 10- 5 , 10- 9, S= 0. 001, h= 0. 05, m= 1/ h = 20. 按( D) AGE 格式及

ADE 格式, 计算到 N = 100层, 列表比较如表 1及表 2 所示 . 为方便计, 我们用 C-AGE ( C-

ADE) , U- -AGE( U- -ADE) , S-AGE( S-ADE) , M -AGE( M -ADE ) ,分别表示基于中心差分格式、

显式逆风格式、Samarskii格式及修正 Dennis格式的相应( D) AGE( ADE)方法 . S = { 2
m

j= 1
( u

N
j -

u( x j , tN ) ) 2} 1/ 2, 表示离散平方误差; u
N
j 及 u( x j , tN )分别表示相应的差分格式解及精确解在点

( x j , tN )的值 .

数值结果表明,对这个模型问题而言, 除 C-ADE 及 C-AGE 方法外(因此两法精度较差均

未列入表中) ,其他各种 AGE 方法与相应的 ADE 方法的精度相当 . 它们对高 Reynolds数也

是有效的,且无论 AGE 格式或ADE 格式都对 a= - 1的情况精度更高 .

表 1　结果比较( a= 1, S= 0. 001, h= 0. 05, N = 100)

E x j 精确解 U- -A G E U- -A DE S-A G E S-A DE M -A GE M -A DE

10- 1

0. 15 0. 786 63 0. 899 37 0. 898 68 0. 908 26 0. 907 68 0. 903 56 0. 902 92

0. 50 0. 554 33 0. 655 48 0. 653 08 0. 653 22 0. 651 53 0. 654 45 0. 652 38

0. 85 0. 390 63 0. 446 69 0. 445 87 0. 447 26 0. 446 61 0. 446 92 0. 446 17

S 0. 407 93 0. 400 89 0. 413 67 0. 408 47 0. 410 75 0. 404 56

10- 3

0. 15 0. 778 88 0. 927 15 0. 927 04 0. 927 61 0. 927 51 0. 927 62 0. 927 52

0. 50 0. 548 87 0. 648 36 0. 648 01 0. 648 28 0. 647 95 0. 648 28 0. 647 95

0. 85 0. 386 78 0. 447 55 0. 447 44 0. 447 51 0. 447 40 0. 447 51 0. 447 40

S 0. 449 80 0. 448 58 0. 450 22 0. 449 06 0. 450 22 0. 449 07

10- 5

0. 15 0. 778 80 0. 927 60 0. 927 50 0. 927 61 0. 927 51 0. 927 61 0. 927 51

0. 50 0. 548 81 0. 648 28 0. 647 95 0. 648 28 0. 647 95 0. 648 28 0. 647 95

0. 85 0. 386 74 0. 447 51 0. 447 40 0. 447 51 0. 447 40 0. 447 51 0. 447 40

S 0. 450 45 0. 449 29 0. 450 45 0. 449 30 0. 450 45 0. 449 30

10- 9

0. 15 0. 778 80 0. 927 61 0. 927 51 0. 927 61 0. 927 51 0. 927 61 0. 927 51

0. 50 0. 548 81 0. 648 28 0. 647 95 0. 648 28 0. 647 95 0. 648 28 0. 647 95

0. 85 0. 386 74 0. 447 51 0. 447 40 0. 447 51 0. 447 40 0. 447 51 0. 447 40

S 0. 450 46 0. 449 30 0. 450 46 0. 449 30 0. 450 46 0. 449 30

表 2　结果比较( a= - 1, S= 0. 001, h= 0. 05, N = 100)

E x j 精确解 U- -A G E U- -A DE S-A G E S-A DE M -A GE M -A DE

10- 1

0. 15 0. 960 79 0. 956 86 0. 953 70 0. 954 17 0. 951 90 0. 955 55 0. 952 83

0. 50 0. 677 06 0. 655 77 0. 653 28 0. 653 29 0. 651 57 0. 654 60 0. 652 49

0. 85 0. 477 11 0. 455 12 0. 453 94 0. 453 09 0. 452 21 0. 454 26 0. 453 21

S 0. 077 95 0. 086 37 0. 087 14 0. 093 25 0. 082 13 0. 089 49
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续表

E x j 精确解 U- -A G E U- -A DE S-A G E S-A DE M -A GE M -A DE

10- 3

0. 15 0. 951 32 0. 948 03 0. 947 28 0. 947 95 0. 947 24 0. 947 95 0. 947 24

0. 50 0. 670 39 0. 648 36 0. 648 01 0. 648 28 0. 647 95 0. 648 28 0. 647 95

0. 85 0. 472 41 0. 447 55 0. 447 44 0. 447 51 0. 447 40 0. 447 51 0. 447 40

S 0. 085 39 0. 086 55 0. 086 74 0. 086 84 0. 085 75 0. 086 84

10- 5

0. 15 0. 951 23 0. 947 94 0. 947 23 0. 947 94 0. 947 23 0. 947 94 0. 947 23

0. 50 0. 670 32 0. 648 28 0. 647 95 0. 648 28 0. 647 95 0. 648 28 0. 647 95

0. 85 0. 472 37 0. 447 51 0. 447 40 0. 447 51 0. 447 40 0. 447 51 0. 447 40

S 0. 085 51 0. 086 61 0. 085 52 0. 086 61 0. 085 52 0. 086 61

10- 9

0. 15 0. 951 23 0. 947 94 0. 947 23 0. 947 94 0. 947 23 0. 947 94 0. 947 23

0. 50 0. 670 32 0. 648 28 0. 647 95 0. 648 28 0. 647 95 0. 648 28 0. 647 95

0. 85 0. 472 37 0. 447 51 0. 447 40 0. 447 51 0. 447 40 0. 447 51 0. 447 40

S 0. 085 52 0. 866 10 0. 085 52 0. 086 61 0. 085 52 0. 086 61
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Several Alternatively Grouping Explicit Schemes for

Convection-Diffusion Equation and Their Stability

Zeng Wenping
( Dept . of M anag. Info. Sci. , Huaqiao Univ. , 362011, Quanzh ou )

Abstract 　 Fo r solving co nv ectio n-diffusion equatio n, sev eral new alt ernatively gr ouping ex plicit ( AG E )

schemes ar e constructed o n t he basis of cent ral differ ence scheme, ex plicit upwind scheme. Sama rskii and r e-

vised Dennis schem e. It is pr oved t hat they are unconditionally stable . A s show n by numerical result s, be-

sides A G E scheme based o n centra l difference scheme and alternatively difference explicit scheme , the r est of

A GE schemes and r elevant A DE schemes ar e w ell-matched in accur acy . T hey ar e also effect ive to hig her

Rey no ldsqnumber s.
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