
　第 20 卷　第 2 期 华 侨 大 学 学 报 ( 自 然 科 学 版 ) Vo l. 20　N o. 2　

　1999年 4 月 Journal of Huaqiao U niver sity ( N atural Science) A pr . 1999　

特殊非线性递推数列的通项求法
�

江莹茵　 卢旋珠　陈增政

(福州大学数学系,福州 350002)

摘要　研究级数通常以通项为基础, 而对某些通项用方程满足的关系式给出时, 如何求解通项的

表达式则很少见到有关的结论 . 文中对两种特殊非线性递推关系数列的通项的求法进行探索,利

用参数替换和借助差分方程给出两种通项的简单求法,并得到其在判断级数敛散性和求解数列极

限上的一些应用 .
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级数的研究, 往往都是以通项为基础. 可见如何确定通项的探讨,是一项重要的研究内容.

我们见到的级数不外乎是明确的或凭经验给出通项表达式.如级数 1为 �
∞

n= 1
sinnx ; 级数 2为 1

+ 1
2

+ ⋯+ 1
n

+ ⋯;级数 3为 0+ 1+ 0+ 1+ ⋯. 对级数1易知通项un= sinnx ;级数 2, 3凭观察

知其通项 un=
1
n

, un=
0　n 为奇数

1　n 为偶数
.但如果通项用方程满足的关系式给出时, 如何求通项表

达式则很少见到有关的结论 . 为此, 本文对如下两种情况给出具体的求法.

情况 1　若级数 �
∞

n= 1
un的通项满足关系式

un+ 1un + Aun+ 1 + Bun + C = 0, ( 1)

其中A , B , C 为常数, ( A + B) 2= 4C≠0; n= 0, 1, 2, ⋯. u1 为已知,则有

结论 1　选取满足关系式

�+ 1 = A ,

�- 1 = B,

�2
= C

( 2)

的 �,则可求出通项 un的表达式 .

证明　以式( 2)代入式( 1) , 得 un+ 1un+ (�+ 1) un+ 1+ ( �- 1) un+ �2= 0, 移项得 un= un+ 1un

+ �un+ 1+ �un+ un+ 1+ �2. 等式两边同时加 �, 得 un+ �= un+ 1un+ �un + 1+ �un+ un+ 1+ �2+ �=

( un+ 1+ �) ( un+ �+ 1) .化简后,得

1
un+ 1 + �=

1
un + �+ 1. ( 3)

� 本文 1998-12-16收到



令 V n=
1

un+ �, 则式( 3)化为

V n+ 1 = V n + 1　　( n = 0, 1, 2,⋯) . ( 4)

显然,式( 4)是以 V 1 为首项,公差为 1的等差数列,从而有 V n= V 1+ ( n- 1)×1= V 1+ n- 1. 由

V n=
1

un+ �, 知un=
1

V 1+ n- 1- �, 其中 V 1=
1

u1+ �代入上式得

un =
1

1
u1 + �+ n - 1

- �. ( 5)

　　推论 1　由式( 2)知 �= 2C
A + B

.

推论 2　级数 �
∞

n= 1
un一定发散 .

例 1　试证明级数 �
∞

n= 1
un (其中 un 满足关系式 un+ 1un- un+ 1+ 3un+ 4= 0, 且 u1= 3)是发散

的.

证明　由推论 1选取 �= - 2, 满足式( 2) .由式( 5)知 un=
1
n

+ 2. 因为 lim
n→∞

un= 2≠0,所以

级数 �
∞

n= 1
un发散.

结论 2　对式( 1)选取满足关系式

�+ 1 = B,

�- 1 = A ,

�2
= C

( 6)

的 �,其通项为

un =
1

1
u1 + �+ 1 - n

- �. ( 7)

　　例 2　试证明级数 �
∞

n= 1
un (其中 un满足关系式 un+ 1un- 6un+ 1- 4un+ 25= 0,且 u1= 7)是发散

的.

证明　选取 �= - 5满足式( 6) . 由式( 7)知 un=
2

3- 2n
+ 5. 因为 lim

n→∞
un= 5≠0, 所以级数

�
∞

n= 1
un发散.

情况 2　对级数 �
∞

n= 1
un的通项满足关系式

A un + Bun- 1 + Cun- 2 + Dunun- 1 + Eunun- 2Fun- 1un- 2 = 0, ( 8)

其中A , B , C, D , E , F 为常数, n= 0, 1, 2,⋯. u1 , u2 为已知,则有

结论 3　对式( 8)总可以化为

un = aun- 1un- 2 + bunun- 1 + cunun- 2 + d un- 1 + eun- 2. ( 9)

若式( 9)满足

c = - ad, b = - ae , (且 d + e≠ 1, d ≠ 2) , ( 10)

则可求出通项 un表达式 .
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证明　不妨设 a≠0, 此时可取 �= 1
a

, p = d, q= e . 由式( 10)可知 a=
1
�, c= -

p
�, b= -

q
�, d= p , e= q, p+ q= 1, 把它们代入式( 9) , 得

un =
1
�un- 1un- 2 -

q
�unun- 1 -

p
�unun- 2 + pun- 1 + qun- 2 .

两边同乘 �, 得
�un = un- 1un- 2 - qunun- 1 - punun- 2 + �p un- 1 + �qun- 2 =

un- 1un- 2 + �( 1 - q) un- 1 + �( 1 - p ) un- 2 - p unun- 2 - qunun- 1 =

un- 1un- 2 + �un- 1 + �un- 2 - punun- 2 - qunun- 1 - �p un- 2 - q�un- 1 .

移项得

un- 1un- 2 + �un- 1 + �un- 2 = punun- 2 + qunun- 1 + �un + �p un- 2 + �qun- 1.

两边同时加 �2, 得

un- 1un- 2 + �un - 1 + �un- 2 + �2 =

punun- 2 + qunun- 1 + �un + �p un- 2 + �qun- 1 + �2.

即( un- 1+ �) ( un- 2+ �) = ( un+ �) ( pun- 2+ qun- 1+ �) = ( un+ �) [ pun- 2+ qun- 1+ �( p + q) ] = ( un

+ �) [ p ( un- 2+ �) + q( un- 1+ �) ] . 化简后得

1
un + �=

p
un- 1 + �+

q
un- 2 + �. ( 11)

令 V n=
1

un+ �, 则式( 11)化为

V n = pV n- 1 + qV n- 2 , ( 12)

其中 p + q= 1. 对式( 12) ,据文〔1, 2〕介绍可知其解法.此时二阶线性差分方程的特征方程为

V
2 - p V - q = 0.

即 V
2
- p V- ( 1- p ) = 0,解得 V 1= 1, V 2= p - 1, 故V n= �( p- 1)

n
+  (�,  为待定系数) .而由

�( p - 1) +  = V 1 ,

�( p - 1)
2

+  = V 2,
( 13)

其中 V 1 =
1

u1+ �, V 2 =
1

u2+ �. 解得 �=
V 2- V 1

( ( 1- p ) ( 2- p )
=

V 2- V 1

q ( 2- p )
,  =

( 1- p ) V 1+ V 2

2- p
=

qV 1+ V 2

2- p
, ( p≠2) ,故

V n =
V 2 - V 1

q( 2 - p )
( p - 1)

n
+

qV 1 + V 2

2 - p
. ( 14)

而由V n=
1

un+ �,得

un =
1
V n

- �　　( n = 1, 2, 3⋯) . ( 15)

　　例 3　试判定级数 �
∞

n= 1
un的敛散性,其中 un满足如下关系式:

6un- 1un- 2 - 4unun- 1 - 2unun- 2 + un- 1 + 2un- 2 - 3un = 0.

已知u1= 2, u2= 1,则关系式可化为
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un = 2un- 1un- 2 - 4
3
unun- 1 - 2

3
unun- 2 + 1

3
un- 1 + 2

3
un- 2 .

对照条件式( 10) ,说明其满足要求. 因此, 取 �=
1
2

, p =
1
3

, q=
2
3

,由式( 13)知 V 1=
2
5

, V 2=

2
3

.代入式( 14) ,得 V n=
6

25
( -

2
3

) n+
14
25

.由式( 15)得

un = 25

6( -
2
3

) n + 14
- 1

2
.

由于 lim
n→∞

un≠0,故级数 �
∞

n= 1
un发散.

上述结论还可用来求极限, 仅以例 4加以说明.

例 4　给定实数列 x n=
1
3
x n- 1x n- 2-

1
4
x nx n- 1-

1
12
x nx n- 2+

1
4
x n- 1+

3
4
x n- 2. 已知 x 1= - 2,

x 2= - 4,试求 lim
n→∞

x n .

对照式( 10) , 例 4符合要求,故取 �= 3, p =
1
4

, q=
3
4

.由 V 1=
1

x 1+ �= 1, V 2=
1

x 2+ �= - 1,

V n= -
32
21

( -
3
4

) n-
1
7

,可推知 un=
21

- 32( -
3
4

) n- 3
- 3. 因此, lim

n→∞
x n= - 10.
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A Method for Solving General Term of Special Nonlinear

Number Sequence with Recurrence Relations

Jiang Yingying　 Lu Xuanzhu　 Chen Zeng zheng

( Dept . of M ath . , Fuzh ou U niv. , 350003, Fuzhou)

Abstract　G ener ally , the ser ies is studied w ith the g eneral term as basis. W hile so me g eneral t erms are g iven

in the fo rm o f r elat ional ex pr ession w hich equatio n satisfies, the conclusio ns o n ho w to so lv e the ex pr ession

of g eneral ter m ar e seldom seen. In explor ing t wo solut ions o f the gener al t erm of special no nlinear number

sequence with recurr ence r elat ions, the author giv es t wo simple so lutions of gener al ter m by a pply ing par am-

eter tra nsfo rmation and difference equat ion; and obtains som e applications of the r esults on judg ing conver -

gence and div erg ence o f ser ies and o n the limit t o the solutio n o f sequence .

Keywords　r ecur r ence sequence, g ener al term , simple so lution
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