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局部紧群上取值在算子代数中的正定函数
X

宋　海　洲

(华侨大学管理信息科学系, 泉州 362011)

摘要　把有关数值连续正定函数表示的 Bochner 定理推广到更一般的情形,并将证明从一个局部

紧交换群到一个 C* -代数的连续正定函数能够表示为向量值正测度的 Fo urier 变换 . 局部紧交换

群到 C* -代数的连续正定函数对 C* -代数上的广义函数有重要作用 . 同时给出一个具体应用,推

广 Bo chner -Schwa rtz 定理至算子代数情形, 得到 S′( A )上正定广义函数 H能表示为 (H, U) =

∫U
~(K) dL(K) .
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算子代数迅猛发展的同时
〔1, 2〕

,非交换分析也发展很快,人们希望算子代数上的广义函数

理论为 C
*

-代数上的微分方程提供强有力的工具 . M atsumoto
〔1〕
推广许瓦兹的广义函数理论

到具有 R
n
-act ion的算子代数上的广义函数, 并应用它解抽象微分方程 . 正定广义函数为广义

随机过程提供了强有力的工具, 使得我们去发展算子代数上的正定广义函数理论 .

一个从 R到 C的数值函数 f ( t)为正定,当且仅当

2
n

i, j= 1
f ( t i - tj )Ni Nj

—

≥ 0, 　P ti ∈ R, Nj ∈ C　( i, j = 1, 2,⋯, n) ,

Bo chner 证明了一个数值连续函数 f ( t )正定,当且仅当它是正有限测度的 Four ier 变换 . 换句

话说, f ( t) =∫
∞

- ∞
eitKdg( K) .

据文献〔3〕证明,任意从 R 到一个 C
* -代数 A 连续正定函数能够表示为取值于 A″中的向

量值正测度的 Fourier 变换 . 当 C
* -代数 A 是一个 Vo n Neum ann 代数 M 时, 连续正定函数

能够表示为取值于 M 中的向量值正测度的 Fourier 变换 . 我们推广这一结论到更一般的情

形.在此, 我们将给出从一个局部紧交换群到一个 C
* -代数 A 连续正定函数能够表示为向量

值正测度的 Fourier 变换 . 而且, 如果 f ( t )是一个局部紧交换群 G 到 M 的连续函数时, f ( t )

正定当且仅当存在一个 G
d上,取值于 M 的向量值正测度 L,使得 f ( t ) =∫G

d( t , S) dL( S) .

1　 C
*
-代数上的正定函数

我们推广Bochner 定理, 即从一个局部紧交换群到一个 C
* -代数A 连续正定函数情形(或

从一个局部紧交换群到 M 的连续正定函数情形) .
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我们特定一些记号,如 A 为 C
*

-代数, G 为局部紧交换群, Gd为 G 的对偶群, L 1( G )为 G 上

可积函数集, K ( G)为 G 上带有紧支集的连续函数集 . 且 Bochner 定理,是一个数值连续函数

正定当且仅当它是一个正有限测度的 Fourier 变换,即 f ( t) =∫
∞

- ∞
eitKdg( K) .

　　文献〔3〕把数值连续正定函数的 Bochner 定理推广到,从 R 到一个 C
* -代数 A 连续正定

函数情形 . 一个从 R 到C
* -代数 A 函数,称为正定当且仅当

2
n

i, j= 1
f ( t i - tj )Ni Nj

—

≥ 0,　 P ti ∈ R,　 Ni ∈ C　( i , j = 1, 2,⋯, n)

成立 .

文献〔3〕的定理,是如果 A 是一个 C
* -代数, f ( t )是从 R到 A 连续正定函数, 那么存在 R

上的取值于 A″中的向量值正测定 L使得 f ( t ) =∫
∞

- ∞
eitsdL( s) .

　　定义 1　设 G 是一个局部紧交换群 . 一个从G 到 C
* -代数A (或者 M )函数称为正定当且

仅当

2
n

i, j = 1
f ( tit

- 1
j ) Ni Nj

—

≥ 0,　 P t i ∈ G,　Ni ∈ C　( i, j = 1, 2,⋯, n)

成立 .

　　定理 1　如果 A 是一个 C
* -代数, f ( t)是从 G 到 A 连续正定函数, 那么存在 G

d上的取值
于 A

* 中的向量值正测度 L,使得

f ( t) =∫G
d( t, S) dL( S) ,

其中G
d是 G 的对偶数 .

证明　如果 f ( t )是从G 到 A 连续正定函数,那么对PQ∈A
*
+ ,Q( f ( t) )是一个连续正定函

数,也是一个有界函数
〔4〕

. 由一致有界定理可得,存在一个常数, M 使得‖f ( t )‖≤M .

定义一个 Bochner 积分

5 ( g) =∫G
f ( t) g( t) dt ,　 P g ∈ K ( G) ,

利用 f ( t)正定性及算子代数一些性质
〔5, 6〕,可得 5 ( U·U* )≥0, PU∈L 1 ( G) . 因此, 5 是 L 1 ( G)

到 A 的正映射 .

引理 1　如果 5 是 L 1( G)到C
* -代数的正映射,那么 5 是完全正映射 .

证明　假设 A 是一个 C
* -代数 . 如果 5 是 L 1 ( G )到 A 的正映射, 那么转置 5 T (从 A * 到

I′X( G) )是一个正映射 . 我们将证明 5 T 是完全正映射 .

令 n是一个正整数, ( f ij )是 A
* á Mn 中的正元,其中 f ij∈A

*
. 假设 L∞ ( G) = C( X ) ,其中

X 是紧H ausdorf f空间 .

令g ij = 5 T( f ij ) ,其中g ij∈C( X ) . 为了证明( g ij )是正元, 必须证明对P x∈X , ( g ij ( X ) )是

正矩阵 . 如果 K1 , K2 ,⋯, Kn∈C,则

2
n

i, j = 1
g ij ( x )Ki Kj

—

= 2
n

i, j = 1
g ijKi Kj

—

( x ) = 5 T
( 2

n

i, j = 1
f ijKi Kj

—

) ( x ) ,

由于( f ij )≥0等价于 2
n

i, j = 1
f ij ( aia

*
j )≥0. 那么, 对P a1, a2,⋯, an∈A

〔7〕
, 即

2
n

i, j= 1
f ijKi Kj ( aa*

) = 2
n

i, j= 1
f ij ( (Kiai) (Kj aj ) *

) ≥ 0,　P a∈ A ,
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故 2
n

i, j= 1
f ijKi Kj

—

≥0成立, 则 2
n

i, j= 1
g ij ( x ) Ki Kj

—

≥0成立 . 于是,可得 5 T 是完全正映射,即 5 是完全正

映射 .

设 A 作用于Hilbert空间 H ,由 St inespring 定理
〔7〕
可知,存在L 1 ( G )上的表示{ P, R}和一

个从H 到 R有界线性算子V ,使得

5 ( g ) = V
* P( g) V ,　P g ∈ L 1( G ) ,　R = [P( L 1) V H ] .

于是,可得存在一个 R上单参数酉群{U ( t) , t∈G } ,使得〔8〕

[P( g) x , y ] =∫g ( t) [ U ( t ) x , y ] dt, 　 P x , y ∈ R.

由于

∫f ( t) g ( t) dt = V
* P( g ) dt = V

* P( g) V ,

应用L 1 ( G)的近似单位元{h i( t t
- 1
0 ) }及上式,可得到 f ( t 0) = V

*
U ( t 0) V .

既然 f ( t)是连续的,因此 U ( t )是强连续的单参数酉群 . 由 Sto ne 定理
〔9〕
可得存在一个谱

测度( E ( S) ) . 使得 U ( t ) =∫G
d( t , S) dE( S) , 其中 E( S)∈[P( g ) , g∈L 1] ( X) 〔4〕. 因此

f ( t) =∫Gd
( t, S) dV *

E ( S) V =∫Gd
( t, S) dL( S) ,

其中 L( S) = V
*
E( S) V , V *

E( S) V∈A″.

定理 2　如果 M 是一个 V. N .代数, f ( t )是从 G 到 M 的连续函数 . 那么, f ( t)正定的充

分必要条件, 是存在一个 G的对偶群 G
d上的取值于 M 中的向量值正测度,使得

f ( t) =∫G
d( t, S) dL( S) .

　　证明　我们只需证明充分性 . 如果存在一个 G 的对偶群 G
d上的取值于 M 中的向量值正

测度,使得 f ( t ) =∫G
d( t, S) dL( S) , 则对P N∈C( i= 1, 2,⋯, n) .那么

2
n

i, j= 1
f ( tit - 1

j )Ni Nj
—

= 2
n

i, j = 1
Ni Nj
—

∫G
d( tit

- 1
j , S) dL( S) =∫G

dû 2
n

i, j= 1
( t i, S)Niû2dL( S) ≥ 0.

2　应用

应用上面的结论, 我们可推广Bochner-Schw artz定理至算子代数情形 .

设 A 是一个 C
* -代数, M 是一个 V. N. 代数, D 是具有紧支集无限次可微函数空间, S 是

急速下降无限次可微函数空间 . 因此,我们记

D′( M ) ( D′( A ) ) = { HûH是从 D 到 M ( A ) 的线性连续泛函} ,

S′( M ) ( S′( A ) ) = { HûH是从 S 到M ( A ) 的线性连续泛函} .

　　定义2　设A 是一个C
* -代数, H∈D′( A ) (或者 S′( A ) ) ; 如果对PU∈D (或者 S) , 有H(U·

U* )≥0(在 A 中) ,那么我们称 H是正定的 .

定义 3　设 A 是一个 C
* -代数,一个向量值测度 L( x ) ( x∈R, L( x )∈A )称为是缓和的, 因

如果满足存在一个整数 P ,使得∫( 1+ ûxû2
)

- P
dL( x )在 A 中收敛 .

我们推广 Bochner-Schw ar tz 定理, 可得到如下定理 .
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定理 3　如果 A 是一个 C
*

-代数,那么每一个 S′( A )上正定广义函数 H能表示为

(H, U) =∫U~(K) dL(K) ,

其中 L(K)是取值于 A″的正向量值测度 .

证明　(略) .

定理 4　如果 M 是一个 V. N. 代数,那么每一个 S′( A )上正定广义函数 H能表示为

(H, U) =∫U~(K) dL(K) ,

其中 L(K)是取值于 M 的正向量值测度 .

证明　(略) .

吴良森教授和颉火安老师提供了许多有益的建议,特此致谢 .
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Positive-Definite Function from a Locally Compact

Abelian Group to a C
* -Algebra

So ng Haizhou
( Dept . of M anag. Info. Sci. , Huaqiao Univ. , 362011, Quanzh ou )

Abstract 　I n r elation to the r epresentation o f po sitiv e definite function on numer ical va lue, the aut ho r ex -

tends it s Bochner theo rem t o the mo re g ener al situatio n. A s it w ill be pr ov ed, the continuous po sitive def inite

function fr om a lo cally com pact A bel gr oup to a C* -alg ebra can be r epresented as Fo ur ier tr ansfor m of vec-

tr ova lued po sitiv e measur e; and the continuous positive definite funct ion fr om locally co mpact Abel gr oups t o

C* -alg ebra w ill play an impor tant ro le in g eener alized function of C* -alg ebra. M or eov er , a specific applicat ion

is g iven. Bo chner -schw ar tz t heo rem is ex tented to C* -alg ebr a , and t he positive-definite generalized functio n H

can be r epr esented as ( H, U) =∫U
~(K) dL( K) .

Keywords 　locally compact A bel g ro ups, dual g r oup, positive definite functio n, C* -alg ebra

117第 2期　　　　　　　　宋海洲: 局部紧群上取值在算子代数中的正定函数　　　　　　　　　　


