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W e ibull分布步加应力寿命试验统计分析
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摘要　在W eibu ll分布场合,排除形状参数与加速应力无关的限制,进行步加应力寿命试验的统计

分析,给出正常应力水平下寿命分布参数及变异系数估计 1
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1　问题的提出

问题 1　加速寿命试验的可靠性统计分析,一般作如下É～ Ë的假定〔1〕1 (1)假定É 1产品
在应力水平 S 1< S 2< ⋯< S k 的加速条件下,其寿命分布类型与正常应力水平 S 0 条件下的寿

命分布类型相同,即 T i～ F (
t- Λi

Ρi
) i= 0, k 1 (2)假定Ê 1Ρ0= Ρ1= ⋯= Ρk ,即形状参数与应力变化

无关 1 (3)假定Ë 1位置参数 Λ与所加应力 S 的关系,有 Λ= a+ bΥ(s) ,其中 Υ(s)是应力 S 的某

已知函数 1
假定É有道理,因加速寿命试验时,选择的应力水平必须保“失效机理不变”,首先反应在

分布函数类型不变,否则无法进行分析 1假定Ë是由试验总结出来的统计模型,是有根据的,

且是失效机理是否变化的反应〔2〕,是不可缺少的 1
假定Ê似乎根据不足,至少不能令人信服 1 (1) 在应力水平S i ( i= 0, k )上产品的寿命 T i～

F (
t- Λi

Ρi
) ,当 i≠j 时, T i≠T j 就该有Λi≠Λj; Ρi≠Ρj ,故 Ρ与应力的变化不会无关 1 (2)“假定”本

身就不是真理,它是科学工作者为获得某些结果的一种限制 (或条件) ,往往是可以排除或改变

的, 限制越多结论的应用范围就越小 1 (3)“假定”不能决定试验数据的性质,更不能作为检验

“失效机理”是否变化的标准 1 (4) 如果N elson 的观点 (形状参数与应力无关等价于“失效机理

不变”)是对的,那么就不该用作假定,应该作为统计分析结果的检验标准来使用 1根据上述理
由,本文将排除假定Ê 1
问题 2　几乎所有的书籍和文献,都是介绍图分析法,简单线性无偏估计法和最佳线性无

偏估计法 1这 3种方法计算麻烦且要查许多数值表 1显然,分析出来的结论误差大,又难以推

广应用 1由于最大似然估计具有许多优良性质,因此本文将排除不合理的假定Ê ,应用最大似
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然估计法 1即在步进应力加速寿命试验下,对W eibu ll分布进行统计分析 1此方法简单且估
计精度高 1

2　引理与假定

引理 1　设 T～ F ( t) = 1- exp {1- ( töΓ)m },则 x = T
m～ F x (x ) = 1- exp {- Κx },其中 Κ=

Γ- m ,记 Η= 1öΚ= Γm 1

　　证明　F x (x ) = P (X ≤x ) = P (T m≤x ) = P (T ≤x 1öm ) = F (x 1öm ) = 1- exp {- ( x
Γm ) }

= 1 - exp {- Κx }1
引理 2　设 T～ F ( t) = 1- exp {- ( töΓ) m },则变异系数

C = (D T ) 1ö2öE T = {# (1 + 2öm ) ö# 2 (1 + 1öm ) - 1}1ö21
　　证明　见文〔2〕中引理 21
假定É 　在正常应力水平 S 0 与加速应力水平 S 1< S 2< ⋯< S k 下,产品寿命服从W (Γi,

m i, t) ,其分布函数 F i ( t) = 1- exp {- ( t
Γi

)m i}, t≥0, ( i= 0, k ) ,其中m i> 0是形状参数, Γi> 0为

特征寿命 1因若X～ (1öΗ) exp {- x öΗ},则满足 (阿伦尼斯方程) lnΗ= a+ bΥ(s) 1所以,由引理 1

可作

假定Ê　若 T～W (Γ,m , t) ,则

lnΗ= a + bΥ(s) , Η= Γm. (1)

特别当m = 1则 T～W (Γ, l, t) ,有

lnΓ= a1 + b1Υ(s) , (2)

其中 Υ(s)为应力 S 的某一已知函数 1式 (1)与式 (2)是两个线性统计模型 1
假定Ë　若产品的寿命分布为 F ( t) ,在应力 S i 下工作 ti 时间的累积失效概率 F S i

( t) ,相

当于在应力 S j 下工作 tj 时间的累积失效概率 F S j
( t) ,即 F S i

( ti) = F S j
( tj ) , i≠j 1

引理 3　若在正常应力水平 S 0 及加速应力水平 S 1< S 2< ⋯< S k 下,产品寿命服从指数分

布 F i ( t) = 1- e- Κit
t≥0 ( i= 0, k ) 1从一批产品中随机抽取几个作步加应力寿命试验,在S i 水平

试验到 T
3
i ,有 ri 个失效,其失效时间分别为 t′i1, t′i1⋯t′iri

1余下 (n- R i)个未失效,立即提高应

力水平继续试验,其中R i= 2
i

j= 1
r j ,记 T′i= 2

ri

j= 1
t′ij + (n- R i) T′3i 1当定时截尾试验时, T′3i 为截尾

时间,定数截尾试验时, T′3i = t′iri
( i= 1, k ) ,则在 S i 水平下 Κi 的似然函数为

L (riT′i; Κi) =
(n - R i- 1) !
(n - R i) !

r i

Κi
e- ΚiT′i,　　　R 0 = 0　 ( i = 1, k ) 1 (3)

　　证明　不妨设 k= 3,其余情况类似 1由假定Ë ,有 1- e- Κi′ti= 1- e- Κj t′j立即得 t′i=
Κj

Κi
t′j. 由

此可知在应力 S j 下试验 t′i时间,相当于在应力 S j 下试验
Κj

Κi
t′j 时间 1利用此关系式,将 S 2, S 3

上的数据折算成 S 1 上的数据: t′11 t′12⋯ t′1r1T′31 ; t′1r1+ 1 = T′31 +
Κ2

Κ1
t′21; t′1r1+ 2 = T′31 +

Κ2

Κ1
t′22,⋯;

t,′1r1+ r2 = T′31 +
Κ2

Κ1
t′2r2; t′1r1+ r2+ 1 = T′31 +

Κ2

Κ1
T′32 +

Κ3

Κ1
t′31; t′1r1+ r2+ 2 = T′31 +

Κ2

Κ1
T′32 +

Κ3

Κ1
t′32, ⋯;
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t′1r1+ r2+ r3= T′31 +
Κ2

Κ1
T′32 +

Κ3

Κ1
t′3r31因此, t′11, t′12,⋯, t′1r1+ r2+ r3为 S 1 上的 (r1+ r2+ r3)个顺序统计

量, T′= T′31 +
Κ2

Κ1
T′32 +

Κ3

Κ1
T′33 为其试验截止时间,故有L ( t′11 t′12⋯t′1r1+ r2+ r3; Κ1) = [n! ö(n - r1

- r2 - r3 ) ! ] Κr1+ r2+ r31 exp { - Κ1 [ 2
r1+ r2+ r3

j= 1
t′ij + ( n - r1 - r2 - r3 ) T′]} 1 逆变换, 将 t′ij ( j =

1, r1+ r2+ r3)化为原来的数据,其中 jacob i行列式为ûJ û= (
Κ2

Κ1
) r2 (

Κ3

Κ1
) r3. 经整理,可得L ( t′11 t′12

⋯ t′1r1; t′21⋯ t′2r2; t′31⋯ t′3r3; Κ1Κ2Κ3) = [ n! ö(n - r1) ! ]Κr11 eΚ1T′1 [ (n - r1) ! ö(n - r1 - r2 - r3) ! ]·

Κr22 eΚ2T′2 [ (n - r1 - r2) ! ö(n - r1 - r2 - r3) ! ]Κr3
3 eΚ3T′3 1因此, 有 L ( r iT′i; Κi) = [ (n - R i- 1) ! ö(n -

R i) ! ] Κrii e- ΚiT′i, R 0 = 0, ( i = 1, 3). k > 3 的情形可同样证明, 故 L ( r i, T′i; Κi ) =
(n- R i- 1) !
(n- R i) !

·

Κrii e- ΚiT′i, ( i= 1, 3).

3　参数估计

(1) 应力水平 S i 上参数 Γi,m i 的最大似然估计.

引理　Γi,m i的最大似然估计由方程组

lnΓi =
1

m i
{ln [ 2

ri

j = 1
tm iij + (n - R i) (T 3

i )m i ] - ln ri}, (4)

1
m i

= -

1
r i

2
ri

j= 1
ln tij + [ 2

ri

j= 1
tm iij ln tij + (n - R i) (T 3

i )m i lnT 3
i ]

[ 2
ri

j= 1
tm iij + (n - R i) (T 3

i ) m i ]

(5)

确定. 其中 tij ( j = 1, r i)为应力水平 S i 上的失效数据, T
3
i 为试验截止时间; 当定时截尾时, T

3
i

为截尾时间,当定数截尾时, T
3
i = tiri

( i= 1, k ).

证明　设在每一水平上的试验数据为 S i: ti1, ti2⋯tiriT
3
i ( i= 1, k )产品寿命 T i～ F S i

( t) = 1-

exp {- töΓi)m i}. 对每一个S i 上的数据作变换 T′= T
m i ,则由引理 1可知相应得到的数据为指数

分布 E (Κi)在水平 S i 下的试验数据, Κi= Γ- m ii ( i= 1, k ) 1 该变换不影响诸 R i, r i, 再由引理 3知

L (r i, T i′; Κi) =
(n- R i- 1) !
(n- R i) ! Κrii e- ΚiT′i, T′i= 2

ri

j= 1
t′ij + (n- R i) T′3i , t′ij = t

m iij , T′3i = (T
3
i )m i1利用 t′ij =

t
m iij , 再把L ( ri , T ′i , Κi )转换为W eibu ll分布的似然函数, Jacob i行列式ûJ û = m

rii [ 0
ri

j= 1
tij ]m i- 1 , 则

L (r i, T i; m i, Γi) =
(n- R i- 1) !
(n- R i) ! Γ- m irii exp {- Κi [ 2

ri

j= 1
t
m iij + (n- R i) (T

3
i ) m i ]}m

rii [ 0
ri

j= 1
tij ]m i- 1. 因此, lnL =

- m i r i lnΓi- r i lnm i+ (m i- 1) 2
ri

j= 1
ln tij - Γ- m ii [ 2

ri

j= 1
t
m iij + (n - R i) (T

3
i ) m i ]+ ln

(n- R i- 1) !
(n- R i) !

. 令5 lnL
5Γi

=

0,得

Γm ii =
1
r i

[ 2
ri

j= 1
tm iij + (n - R i) (T 3

i ) m i ], (6)

或

lnΓi i =
1

m i
{ln [ 2

ri

j= 1
tm iij + (n - R i) (T 3

i ) m i ] - ln r i}1 (7)
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令5 lnL
5m i

= 0,得

- r i lnΓi +
ri

m i
+ 2

ri

j= 1
ln tij - Γ- m ii { 2

ri

j= 1
tm iij ln t ij + (n - R i) (T 3

i ) m i lnT 3
i } +

[ 2
ri

j= 1
tm iij + (n - R i) (T 3

i )m i ]Γ- m ii lnΓi = 0. (8)

把式 (7)代入 (8) ,经整理后得

1
m i

= -

1
r i

2
ri

j = 1
ln tij + { 2

ri

j = 1
tm iij ln tij + (n - R i) (T 3

i )m i lnT 3
i }

[ 2
ri

j= 1
tm iij + (n - R i) (T 3

i ) m i ]
1 (9)

由式 (6) , (9)知定理成立 1应用时只要对式 (5)进行迭代,求出mδ
i,进而由式 (4)求得 Γδi1

( 2) Γ0 的估计 1由假定Ê lnΓ= a1+ b1Υ(s) ,利用数据组 ( lnΓδi, Υ(si) ) , i= 1, k ,由最小二乘

法可求得 aδ1= lnΓ- bδ1Υλ= [ 2
k

i= 1
lnΓδiΥ(si) - k lnΓΥ] [ 2

k

i= 1
Υ2 (s) - k Υλ2 ],其中lnΓ=

1
k

2
k

i= 1
lnΓδi, Υ=

1
k
·

2
k

i= 1
Υ(si). 因此 lnΓδ0= a

δ
1+ b

δ
1Υ(s0) ,即 Γδ0= exp {a

δ
1+ b

δ
1Υ(s0) }.

( 3) m 0 的估计 1记 Ηδi= Γδmδ
ii ,由假定Ê 知 lnΗ= a+ bΥ(s). 因此应用数据组 ( lnΗδi. Υ(si) ) i=

1, k按最小二乘法,可得 aδ= lnΗ- bδΥλ, bδ= [ 2
k

i= 1
lnΗδiΥ(si) - k lnΗ·Υλ]÷[ 2

k

i= 1
Υ2 (si) - kΥλ2 ], lnΗ=

1
k
·

2
k

i= 1
lnΗδi,则 lnΗδ= aδ+ bδΥ(s) , lnΗδ0= aδ+ bδΥ(s0) , Ηδ0= Γδmδ

00 ,mδ
0=

aδ+ bδΥ(s0)
a
δ

1+ b
δ

1Υ(s0) 1

(4) 变异系数估计为 cδ0= {# (1+
2

m
δ

0
) ö# 2 (1+

1
m
δ

0
) - 1}1ö21

4　实例计算

某型号电容器随机抽取 20只做温度步加应力寿命试验,得各温度水平下的数据 (d)为

s1= 358 K:　59, 79, 402, 490　　T
3
1 = 500　　 r1= 4,

s2= 398 K:　18, 22, 47, 186　 T
3
2 = 200　 r2= 4,

s3= 423 K:　11, 13, 87, 96　 T
3
3 = 100　 r3= 4,

s4= 448 K:　6, 9, 30, 52　 T
3
4 = 60　 r4= 41

试 求在正常温度s0= 323 K下,产品寿命的分布函数及其可靠性特征值估计. 取Υ(s) =
1
ks

, k =

0. 861 7×10- 4, Υ(s0) = 35, 929 0,有

Υ(si) : 32. 416 2, 29. 158 6, 27. 435 3, 25. 903 4,　　　　　　　　　　

mδ
i: 0. 986 5, 0. 776 4, 0. 870 2, 0. 934 8,

Γδi: 2 305184, 985194, 280. 03, 87. 40,

lnΓδi: 7. 743 2, 6. 893 6, 5. 634 9, 4. 470 5,

即 rΥΓ= 0. 964 4. 因此, lnΓδ= - 8. 032 4+ 0. 494 9Υ(s)可靠,将Υ(s0) = 35. 929 0代入,求得Γδ0=

17 134. 72,而rΥΗ= 0. 983 5;因此, lnΗδ= - 9. 583 1+ 0. 525 7Υ(s)可靠,将Υ(s0)代入,得到lnΗδ0=

9. 304 8, m
δ

0= lnΗδ0ölnΓδ0= 0. 954 4. c
δ

0= {# (1+ 2öm
δ

0) ö# 2 (1+ 1öm
δ

0) - 1}1ö2= 1. 0427, F 0 ( t) = 1
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- exp {- ( t
17 134. 72

) 0. 954 4} t≥0. 由此可求得产品和各种可靠性特征值 1

5　结束语

(1) 计算结果检查. 实例计算知形状参数并非与应力变化无关,mδ
1= 1. 27mδ

2,若不计误差,

形状参数也可算是基本相等 1相关系数 rΥΓ= 0. 964 4. 因此计算结果与假定无矛盾 1 (2) 计算

结果参数m
δ

i有差异,目前无法判别这种差异是随机误差或是系统误差 1 (3) 若可断定m 与应

力变化无关,则加上假定m 0= m 1= ⋯= m k 1此时假定Ê 中的 lnΗ= a+ bΥ(s)模型与 lnΓ= a1+

b1Υ(s)模型实质上一样,故可去掉式 (1) 1这恰好与许多文献的假定一致,并可认为m
δ

i ( i= 1, k )

的差异是随机误差引起的 1因此,m 0 的估计值可用m 0=
1
4 2

4

i= 1
m
δ

i= 0. 897 9,无需应用图分析法

或最佳线性无偏估计法 1可见,应用最大似然估计法,显然,既简单精度又高 1 (4) 若无法解释

mδ
i ( i= 1, k )的差异是随机误差,那么形状参数m 与应力变化无关的假定,不是错误就是多余,

故应该说本文的方法是好的 1 (5) 因对m 0 的估计方法不同,会影响可靠性特征值的估计,因

此方法的选择是重要的 1 (6) 恒加应力寿命试验的统计分析可作为本文的特例,只要在式 (4) ,

(5)中将 n 换成 n i, R i 换成 r i ( i= 1, k ) ,一切计算照旧 1
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Sta tist ica l Ana lys is of Stepw isely Stress Accelera ted

L ife Test for the Occasion of W e ibull D istr ibution

W u Shaom in　　Cheng X iyu
(D ep t. of M anag. Info. Sci. , H uaqiao U niv. , 362011, Q uanzhou)

Abstract 　Fo r the occasion ofW eibu ll distribu tion, a sta t ist ical analysis is m ade on stepw isely stress acceler2
ated life test w h ich gets rid of the assump tion that the shape param eter keep s invariab le under differen t stress

level. A n estim ate is given to distribu tion param eter of life and varia t ional coefficien t under no rm al stress lev2
el.

Keywords 　W eibu ll distribu tion, stepw ise stress, accelera ted life test
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