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解二维抛物型方程的恒稳高精度格式
X

曾　文　平

(华侨大学管理信息科学系,泉州 362011)

摘要　建立了解二维抛物型方程的一族含参数的绝对稳定的高精度的差分格式, 进而, 在特殊情

况( H= 0, r=
1
6
)下, 得到显式差分格式 Xn+ 1= ( 1+

1
36
ù +

1
9
◇) Xn. 这些格式对任意选取的参数 H

≤1/ 6 都是绝对稳定的,且当 0≤H≤min(
1
6
,
1
2
-

1
12r

)时, 其收敛阶为 O( ( $ t) 2) .
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渗流、扩散、热体导等很多领域, 经常会遇到求解如下的二维抛物型方程的初边值问题

5u
5t =

52u
5x 2 +

52u
5y2

u( 0, y , t ) = g1( y , t) , u( l , y , t) = g2 ( y , t)

u( x , 0, t) = h1( x , t) , u( x , l , t ) = h2 ( x , t)

u( x , y , 0) = U( x , y )

　

( 0≤ x , y ≤ l , t > 0) ,

( 0≤ y ≤ l, t > 0) ,

( 0≤ x ≤ l , t > 0) ,

( 0≤ x , y ≤ l ) .

( 1)

　　解上述问题的差分格式〔1, 2〕大部分是隐式格式且精度不高, 其截断误差阶仅为 O ( $ t+
( $x ) 2 )或 O( ( $ t) 2+ ( $x ) 2 ) . 文〔3, 4〕进一步提出截断误差阶为O ( ( $t ) 2+ ( $x ) 4)的高精度隐

式或显式差分格式 . 本文构造了一族两层含参数、绝对稳定、高精度的隐式差分格式(特殊情

况下是显式) , 包含了文〔3〕中的高精度恒稳格式 . 当参数 H= 0,网格比 r=
$t
$x 2=

$t
$y 2=

1
6
时,

是一个两层的显式差分格式 . 可以证明, 本文构造的一族含参数高精度格式当参数 H≤
1
6
时

是恒稳的,且为 0≤H≤min(
1
2
-

1
12r ,

1
6
)时,其收敛阶为 O( ( $t ) 2 ) .

1 　高精度差分格式的构造

设 $ t为时间步长, $x , $y 分别为 x , y 方向的空间步长, 且为简便计,设 $x = $y= l
N
( N

为正整数) .用如下含参数的差分方程逼近微分方程( 1) , 得

Xn+ 1
i, j - Xn

i, j

$ t =
1

( $x ) 2{
H1
2
ù + H2◇ }Xn+ 1

i, j +
1

( $x ) 2{
H3
2
ù + H4◇}Xn

i, j , ( 2)
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其中 Xn
i, j表示在节点( i$x , j $y , n$ t)处的网格函数,且记

ù Xn
i, j = Xn

i+ 1, j + 1 + Xn
i- 1, j+ 1 + Xn

i+ 1, j - 1 + Xn
i- 1, j- 1 - 4Xn

i, j ,

◇Xn
i, j = Xn

i+ 1, j + Xn
i- 1, j + Xn

i, j + 1 + Xn
i, j- 1 - 4Xn

i, j .
( 3)

今后为简便计,略去下标 i , j 而记 Xn
i, j= Xn, 其余类推. H1 , H2, H3, H4为待定参数,适当选取这些参

数,可以使差分格式( 2)逼近微分方程( 1)具有尽可能高阶的离散误差,而且有较好的稳定性.

当微分方程( 1)的解充分光滑时,有如下关系式

5n

5tn (
52

5x 2 +
52

5y2 )
mX = (

52

5x 2 +
52

5y 2 )
m+ 2nX ( 4)

成立 . 由此在节点( i$x , j$y , ( n+ 1
2
) $t )处进行 T ay lor 展开,得

1
2( $x ) 2ù Xn+ 1 =

5Xn+
1
2

5t +
$t
2
õ 5

2Xn+
1
2

5t2 +
( $x ) 2

12
[
54

5x 4 + 6
54

5x 25y 2 +
54

5y 4 ] Xn+
1
2 +

O( ( $t ) 2 + $ t( $x ) 2 + ( $x ) 4 ) ,

1
2( $x ) 2ù Xn =

5Xn+
1
2

5t -
$t
2
õ 5

2Xn+
1
2

5t2 +
( $x ) 2

12
[
54

5x 4 + 6
54

5x 25y 2 +
54

5y 4 ] Xn+
1
2 +

O( ( $t ) 2 + $ t( $x ) 2 + ( $x ) 4 ) ,

1
( $x ) 2◇X

n+ 1 =
5Xn+

1
2

5t +
$t
2
õ 5

2Xn+
1
2

5t2 +
( $x ) 2

12
(
54

5x 4 +
54

5y 4 ) Xn+
1
2 +

O( ( $t ) 2 + $ t( $x ) 2 + ( $x ) 4 ) ,

1
( $x ) 2◇X

n = 5Xn+
1
2

5t - $t
2
õ 5

2Xn+
1
2

5t2 + ( $x ) 2

12
( 54

5x 4 +
54

5y 4 ) Xn+
1
2 +

O( ( $t ) 2 + $ t( $x ) 2 + ( $x ) 4 ) ,

Xn+ 1
- Xn

$t = 5Xn+
1
2

5t + O ( ( $ t) 2 ) .

将上述各式代入差分方程( 2) ,并利用关系式( 4) ,可得

Xn+ 1
- Xn

$t - { 1
( $x ) 2 [

H1
2
ù + H2◇] Xn+ 1 + 1

( $x ) 2 [
H3
2
ù + H4◇] Xn} =

{ 1 - ( H1 + H2 + H3 + H4) } 5Xn+
1
2

5t - ( H1 + H2 - H3 - H4 ) $ t
2
õ 52Xn+

1
2

5t2 -

1
12
(H1 + H2 + H3 + H4 ) ( $x ) 2 5

2Xn+
1
2

5t 2 +
( $x ) 4

6
[ 2(H1 + H3) - (H2 + H4) ] 54Xn+

1
2

5x 25y2 +

O ( ( $ t ) 2 + $t ( $x ) 2 + ( $x ) 4) . ( 5)

于是,我们得到差分格式( 2)的截断误差阶为

(Ⅰ) 当满足相容性条件

H1 + H2 + H3 + H4 = 1 ( 6)

时,截断误差阶为 O( $t+ ( $x ) 2
) .

(Ⅱ) 当满足条件

H1 + H2 = H3 + H4 = 1
2

( 7)
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时,截断误差阶为 O ( ( $ t) 2+ ( $x ) 2
) .

(Ⅲ) 当满足条件

H1 + H3 = 1
3
,　　H2 + H4 = 2

3
,　　H1 + H2 = 1

2
-

1
12r

( 8)

时,截断误差阶为 O ( ( $ t) 2+ $ t( $x ) 2+ ( $x ) 4) = O( ( $t ) 2 ) .
丢掉截断误差后, 便得形如式( 2)的差分格式 . 下面我们指出一些熟知的格式及本文所得

的新的差分格式 .

(Ⅰ) 截断误差阶为 O( $ t+ ( $x ) 2 ) 的格式,即参数满足相容性条件的差分格式( 2) . 特别

地,有: ( A) H1= H2= H3= 0, H4= 1, 即古典显式格式; ( B) H1= H3= H4= 0, H2= 1, 即古典隐式格

式; ( C) H1= 1, H2= H3= H4= 0, 即文〔2〕格式(Ⅰ) ; ( D) H1= 1
3
, H2= 2

3
, H3= H4= 0, 即文〔2〕格式

(Ⅱ) . 此类格式尚可列出很多,从略 .

(Ⅱ) 截断误差阶为 O( ( $t ) 2+ ( $x ) 2 )的差分格式 . 若令 H1= H, H3= G, 则由条件( 7)得

H1 = H, H2 = 1
2
- H,　H3 = G, H4 = 1

2
- G. ( 9)

於是,得截断误差阶为 O ( ( $ t) 2+ ( $x ) 2
)的一般格式为

Xn+ 1
- Xn

$ t = 1
2( $x ) 2

{Hù + ( 1 - 2H)◇}Xn+ 1 + 1
2( $x ) 2

{Gù + ( 1 - 2G)◇} Xn. ( 10)

特别地,有: ( A)H1= H3= 1
2
, H2= H4= 0, 即文〔2〕格式(Ⅲ) ; ( B)H1= H3= 1

6
, H2= H4= 1

3
,即文〔2〕

格式(Ⅳ) ; ( C) H1= H2= H3= H4=
1
4
,即得新格式为

Xn+ 1 - Xn

$ t =
1

8( $x ) 2 ( ù + 2◇) ( Xn+ 1 + Xn) . ( 11)

　　(Ⅲ) 截断误差阶为 O( ( $t ) 2+ ( $x ) 4 )的格式 . 若令 H1= H,则由条件( 8)得

H1 = H, 　H2 = 1
2 -

1
12r - H,　H3 = 1

3 - H, 　H4 = 1
6 +

1
12r + H. ( 12)

于是,截断误差阶为 O( ( $t ) 2+ $t ( $x ) 2+ ( $x ) 4 )的一般格式为
Xn+ 1 - Xn

$t =
1

2( $x ) 2{ [Hù + ( 1 -
1
6r

- 2H)◇] Xn+ 1 +

[ (
1
3 - H) ù + (

1
3 +

1
6r + 2H)◇] Xn

} . ( 13)

特别地,有: ( A) H= 0为熟知的格式, 即

Xn+ 1 - Xn

$ t =
1

( $x ) 2 (
1
2
-

1
12r

)◇Xn+ 1 +
1

( $x ) 2[
1
6
ù + (

1
6
+

1
12r

)◇] Xn ; ( 14)

( B) H= 1
6
,此为文〔3〕中所构造的高精度格式, 即

Xn+ 1 - Xn

$t =
1

( $x ) 2{ [
1
12
ù + (

1
3
-

1
12r

)◇] Xn+ 1 + [
1
12
ù + (

1
3
+

1
12r

)◇] Xn} ; ( 15)

( C) H=
1
6
-

1
12r

,即得新的高精度格式为

Xn+ 1 - Xn

$t =
1

( $x ) 2{ [ (
1
12

-
1
24r

) ù +
1
3
◇] Xn+ 1 + [ (

1
12

+
1
24r

) ù +
1
3
◇] Xn} ; ( 16)
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( D) H= 0, r=
1
6
时,得新的两层的显式格式为

Xn+ 1
= ( 1 +

1
36
ù +

1
9
◇) Xn

. ( 17)

由于具有一个自由参数,我们还可以列出很多高精度格式,如取 H= - 2r (
1
2 -

1
12r )或 H= - 2r

(
1
2 -

1
12r )

2
等等,这些格式也是无条件稳定的 .

2 　差分格式的稳定性分析

假定边界条件和右端的计算是精确的,而在初始层产生误差 E,易知误差
v
n
i, j = W

n
i, j - W

~ n
i, j . ( 18)

(其中 W
n
i, j为差分方程的近似解) ,满足如下方程和条件:

v
n+ 1
i, j - v

n
i, j

$ t =
1

( $x ) 2{
H1
2 ù + H2◇} v

n+ 1
i, j +

　　　　　　
1

( $x ) 2{
H3
2
ù + H4◇} v

n
i, j　( i, j = 1, 2⋯, N - 1) ,

v
0
i, j = E　　( i , j = 0, 1,⋯, N ) ,

v
n
i, j = 0　( i, j = 0或 N ) .

( 19)

令 v
n
i, j= Qnp qsin( pPx i ) sin( qPy j ) ,记 A = s

2
1+ s

2
2= sin2 (

pP
2N

) + sin2(
qP
2N

) , B= 2( s21+ s
2
2- 2s21s22 ) = 1-

co s(
pP
N
) cos(

qP
N
) = sin

2 p+ q
2N

P+ sin
2 p- q
2N

P, s1= sin
pP
2N

, s2= sin
qP
2N

. 于是, ◇( sin( pPx i) sin

( pPy i) ) = - 4Asin( pPx i) sin( qPyj ) , ù ( sin( pPx i) sin( qPyj ) ) = - 4Bsin( pPx i ) sin( qPy j ) .

基本定理 1　若参数 H1, H2 , H3, H4满足下列条件之一: ( i) H1+ H3≥0, H2+ H4≥0且 H3≤H1 , H4

≤H2; ( ii) H1+ H2= H3+ H4= 1
2
, H1+ H3≤1且 H1≤H3; ( iii) 对任意 s

2
1, s22∈[ 0, 1]及 r> 0均成立:

( 1) (H1+ H2+ H3+ H4) ( s21+ s
2
2 ) - 2(H1+ H3 ) s21s22≥0; ( 2) 2〔(H3+ H4) - ( H1+ H2 )〕r ( s21+ s

2
2) + 4(H1-

H3) rs21s22≤1.因此,差分格式( 2)无条件稳定.

证明　根据分离变量法可得差分格式( 2)的传播矩阵为

G =
1 - 2H3rB - 4H4rA
1 + 2H1rB + 4H2rA . ( 20)

若对任意的 r> 0和 s
2
1, s

2
2∈[ 0, 1]都成立ûGû≤û,则差分格式( 2)无条件稳定 .

由 S1 , S 2及 A , B 表达可知, 0≤s
2
1≤1, 0≤s

2
2≤1且 0≤A≤2, 0≤B≤2,则

ûGû≤ 1Z 　　　　　　　　

　
2(H1 + H3 ) rB + 4(H2 + H4 ) r A ≥ 0,

(H3 - H1 ) rB + 2(H4 - H2 ) rA ≤ 1,
Z ( 21)

(H1 + H2 + H3 + H4 ) ( s21 + s
2
2) - 2( H1 + H3) s21s22≥ 0,

2[ (H3 + H4 ) - (H1 + H2 ) ] r ( s21 + s
2
2 ) + 4(H1 - H3) r s21s22 ≤ 1.

( 22)

由式( 21)成立得充分条件( i) ,式( 22)即充分条件( iii) . 显然, 当充分条件( ii)成立时式( 22)也

成立,从而完成了基本定理的证明 . 由此, 易得如下推论 .
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推论 1　差分格式(Ⅰ)的( B) , ( C) , ( D)格式绝对稳定 .

推论 2　差分格式( 10)绝对稳定的一个充分条件是 H≤G且 H+ G≤1.由此立得

推论 3　差分格式(Ⅱ)的( A) , ( B) , ( C)格式绝对稳定 .

推论 4　高精度差分格式( 13)绝对稳定的充分条件是 H≤ 1
6
. 于是立刻有

推论 5　高精度差分格式( 14)～( 16)是绝对稳定的 .

推论 6　高精度两层显格式( 17) (此时 r=
1
6
)是稳定的 .

3 　高精度格式的收敛性

现在讨论高精度一般格式( 13)的收性 .

引理 1　假设: ( i) 0≤H≤
1
2
-

1
12r

; ( ii)
1

2( $x ) 2{ ( 1-
1
6r
- 2H)◇+ Hù }Z i, j- QZi, j= g i, j , 其

中 i , j = 1, 2,⋯, N - 1,Q为正的常数; ( iii)在边界上Z i, j= 0( i, j= 0或N ) .因此,有 max
0≤i, j≤N

ûZ i, jû

≤ max
0≤i, j≤N

g i, j

Q . 证明时,可仿照文〔3〕用反证法证明之 . 从略 .

基本定理 2　若在区域 R= { 0≤x , y≤l, 0≤t≤T }上边值问题( 1)的解 U 存在且充分光

滑, 则当0≤H≤min{
1
2
-

1
12r

,
1
6
}时高精度一般格式( 13)的解W收敛于U , 且其收敛阶为

O( ( $ t ) 2 ) .
证明　令 Z i, j ,n= U

n
i, j- W

n
i, j ,则误差 Z i, j , n满足以下方程和条件:

1
2( $x ) 2{ ( 1 -

1
6r

- 2H)◇ + Hù }Z i, j , n+ 1 +
1

2( $x ) 2{ (
1
3
+

1
6r

+ 2H)◇ +

(
1
3
- H) ù }Z i, j , n =

Z i, j , n+ 1 - Z i, j , n

$t + g i, j , n　( i, j = 1, 2,⋯, N - 1) , ( 23)

Z i, j , 0 = 0 ( i , j = 0, 1,⋯, N ) , ( 24)

Z i, j , n = 0 ( i, j = 0或 N ) , ( 25)

其中g i, j , n= O( ( $t ) 2) . 为简便计, 今后略去下标 i, j .令

Zn = ∑
n- 1

k= 0
Z
( k)
n , ( 26)

代入方程( 23)可得

1
2( $x ) 2{〔( 1 -

1
6r

- 2H)◇ + Hù 〕∑
n

k= 0
Z

( k)
n+ 1} +

1
2( $x ) 2{〔(

1
3
+

1
6r

+ 2H)◇ + (
1
3
- H) ù 〕∑

n- 1

k= 0

Z
( k)
n } = {∑

n

k= 0

Z
( k)
n+ 1 - ∑

n- 1

k= 0

Z
( k)
n } / $ t + gn .

当 k= 0, 1, 2,⋯, n- 1时, Z
( k)
n 和 Z

( k)
n+ 1满足下列方程,即

1
2( $x ) 2{ ( 1 -

1
6r

- 2H)◇ + Hù }Z
( k)
n+ 1 +

1
2( $x ) 2{ (

1
3
+

1
6r

+ 2H)◇ + (
1
3
- H) ù }Z ( k)

n =
1
$ t {Z

( k)
n+ 1 - Z

( k)
n } .

当 k= n时,有
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1
2( $x ) 2{ ( 1 -

1
6r

- 2H)◇Z
( k)
k+ 1 + Hù Z

( k)
k+ 1} =

Z
( k)
k+ 1

$ t + gk.

同时,将式( 26)代入齐次边界条件( 24) , ( 25) ,得

Z0 = ∑
n- 1

k= 0

Z
( k)
0 = 0,　　Zn = ∑

n- 1

k= 0

Z
( k)
n = 0.

故有Z
( k)
0 = 0及Z

( k)
n = 0　( k= 0, 1, 2,⋯, n- 1) . 根据定理的假设条件及上述两式,并应用引理

1, 可得

max
i, j

ûZ( k)
k+ 1û≤ $t õmaxûgkû≤ 0( ( $ t) 3

) .

　　假若将 Z
( k)
k+ 1, 展成有限的 Fourier 级数 Z

( k)
n+ 1= 2

N - 1

p, q= 1
C

( k)
pq Qn- k

pq sinpPx sinqPy , 那么有 Z
( k)
n =

2
N - 1

p, q= 1
C

( k)
pq Qn- k- 1

p q sinpPx sinqPy , Zn= 2
n- 1

k= 0
2

N - 1

p, q= 1
C

( k)
pq Qn- k- 1

p q sinpPx sinqPy , 其中

Qpq=
1 -

1
3
A - 4(

1
6
+ H) r A - 2r (

1
3
- H) B

1 -
1
3 A + 4(

1
2 - H) r A + 2rHB

=

1 -
1
3
( s21 + s

2
2) - 2r〔( s21 + s

2
2) - 4(

1
3
- H) s21s22〕

1 -
1
3
( s21 + s

2
2 ) + 2r〔( s21 + s

2
2 ) - 4Hs21s22〕

. ( 27)

　　由 Four ier 系数的引理
〔1〕
,可知

C
( k)
pq = O( (

1
pq

+
1
N

2E) ( $ t)
3
)　　1≤ p , q≤ N

1- E
,

C
( k)
pq = O( ( $t ) 3)　　　　N

1- E
< p 或 q < N - 1.

当 H≤ 1
2时, s

2
1+ s

2
2- 4Hs21s22≥s

2
1+ s

2
2- 2s

2
1s

2
2≥0, 故当 1≤p , q≤1时,式( 27)的分母始终为正 . 下

面,分两种情况估计 Qpq .
( i) 当式( 27)分子为正时,注意到当 H≥0时有 s

2
1+ s

2
2- 2( 1- 3H) s21s22≥0,从而我们有

Qp q < 1 -
2
3
r ( s

2
1 + s

2
2 ) . ( 28)

若令 R1= pP/ 2N , R2= pP/ 2N , 则当 1≤p , q≤N - 1时, 0< R1 , R2< P/ 2. 对于给定的 r> 0,只要

R1 , R2足够小,总能使式( 27)的分子具有正值 . 即存在 R0> 0使得当 N 充分大且 p , q 适当小,

以致 0< R1 , R2< R0时,式( 27)的分子为正 . 此时估计式( 28)成立 .

( ii) 当 R0≤R1, R2< P/ 2时, 若式( 27)的分子为负,则当 H≤
1
6
时,有

ûQpqû< 1 -
1 -

1
3
( s21 + s

2
2)

1 -
1
3 ( s

2
1 + s

2
2) + 2r ( s

2
1 + s

2
2) - 8rHs21s22

.

　　综上所述可知,当 0< R1, R2< P/ 2时,总有ûQp qû< 1- G,其中

G= min{
2
3
r ( s21 + s

2
2) ,

1 -
1
3
( s21 + s

2
2 )

1 -
1
3 ( s

2
1 + s

2
2 ) + 2r( s

2
1 + s

2
2) - 8rHs21s22

} .
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从而对一切 1≤p , q≤N - 1,总有

ûQp qû<
1 - C1N

- 2
　当 1≤ p , q ≤ N

1- E
,

1 - C2N
- 2E　当 p 或 q > N

1- E.

进而由文〔1〕可知ûZnû= O ( N
- 4 ( lgN ) 2+ N

- 2- 4E+ N
- 4+ 2E) . 由于当 N + ∞时首项为高阶

无穷小量,故可选取 E, 使得- 2- 4E= - 4+ 2E. 即选取 E= 1
3
, 从而有ûZnû= O ( ( $t ) 5/ 3) ,仿照

文〔1〕和文〔3〕,将 p , q 进一步细分可得估计式ûZnû= O ( ( $ t) 2 ) ,从略 . 基本定理 2证毕 .

推论 1　高精度差分格式( 14)～( 17) ,分别当 r≥
1
6 , r≥

1
4 , r≥

1
2及 r=

1
6时收敛, 且收敛

阶为O ( ( $ t ) 2) .
数值例子表明理论分析是正确的 . 因篇幅关系,从略 .
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A Family of Steady and High Accurate Difference Schemes

for Solving Two-Dimensional Equations of Parabolic Type

Zeng Wenping
( Dept . of Manag. Info. Sci. , Huaqiao Univ. , 362011, Quanzh ou )

Abstract 　A family o f abso lutely stable and high accurate difference schemes cont aining paramet er ar e set up

for solv ing tw o-dimensional equat ions of parabo lic type. And then, an explicit difference scheme ( 17) is ob-

tained under the special condition of H= 0, r= 1/ 6. A ll these schemes are absolut ely st able for the a rbitr ar ily

chosen par ameter s H≤1/ 6, and their conver gence order equals to O ( ( $t) 2) in case 0≤H≤min ( 1/ 6, 1/ 2- 1/

12r ) .

Keywords 　two-dimensional equations of parabo lic type, differ ence scheme, high accuracy , abso lutely st able
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