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两个可补子空间和的可补性
X
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摘要　指出 Banach 空间 X 的两个可补子空间之和未必再是X 的可补子空间, 但当 P 和 Q 都是 X

上连续线性投影算子且 P Q是严格奇异算子时, PX + QX 是可补的 . 进而推出有限个两两不可比

的可补子空间之和是可补的 .
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1　定义和引理

下例说明,即使是 Hilbert 空间,其可补子空间之和也未必再是可补子空间 . 例如,设X =

l2 ,M = { ( Fn )∈l 2ûF2k= kF2k- 1} , N = { (Fn)∈l2ûF2k= 0} ,则 M 和 N 均为 X 的闭子空间, 从而 M ,

N 均在 X 中可补 . 但是 M+ N 在 X 中非闭
〔1〕
, 所以 M + N 在 X 中不可补 .

定义 1
〔2〕
　设 X 是 Banach空间, T 是 X 上的线性有界算子,称 T 是严格奇异算子,如果

对 X 的任意无限维子空间 M , T 在 M 上的限制 T ûM∶M TM 都不是同构映射 .

定义 2
〔3〕　设 X 的 Y 都是无限维的 Banach 空间,称 X 和 Y 是完全不可比的, 如果 X 的

任一无限维子空间都不与 Y 的子空间同构 .

定理 1
〔4〕
　Banach空间 X 的有限维子空间和有限余维子空间在 X 中可补 .

引理 1　若 M 是 Banach 空间 X 的一个可补子空间, N 是 X 的有限维子空间, 则 M + N

在 X 中可补 .

证明　当 dim N = 1时,设 N = { ku} , u∈X . ( 1) 若 u² M ,则M + N = M 是 X 的可补子空

间 . ( 2) 若 u∈M , 由于 M 可补,所以存在 X 的闭子空间 V , X = M Ý V . 设 u= m+ v , m∈M , v

∈V .由于 M+ { ku} = M + { kv}且{ kv }在 V 中可补, 所以存在 V 的子空间 V 1 , V = { kv } + V 1 , v

² V 1 .这时, X = M Ý V = (M + { kv } ) Ý V 1 .即 M + N 在 X 中可补 . 当 dimN > 1时, 由归纳法

易证 .

引理 2　设 M 是 Banach 空间 X 的一个可补子空间, T 是同构的线性有界算子,则 TM 也

在 X 中可补 .

证明　因为 M 在 X 中可补, 所以存在连续线性投影算子 P , 使得 PX = M . 令 Q =

TPT
- 1, 则 Q是投影算子,且 QX = ( T PT

- 1) X= TM . 故知 T M 也在 X 中可补 . ( 1)若 PX A
P
-
X , QXA ( I- P

- ) X , 则PX+ QX = PP
-
X + Q ( I- P

- ) X . ( 2) PQ= QP= 0,则 P+ Q是连续线性
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投影算子,且( P+ Q) X= PX+ QX .

引理 3　设 P , Q, P- 都是连续线性投影算子, ( 1)若 PX A P
-
X , QXA ( I - P

-) X , 则 PX +

QX = PP
-
X + Q( I- P

- ) X . ( 2)若 PQ= QP= 0,则 P+ Q是连续线性投影算子, 且( P+ Q ) X =

PX + QX .

证明　( 1)显然成立 . ( 2)对任意的 x∈X , ( P+ Q )
2
x = P

2
x+ PQx+ QPx + Q

2
x= Px+ Qx

= ( P+ Q ) x . 所以 P+ Q是投影算子 . 又对任意的 x∈PX + QX , 设 x = Px 1+ Qx 2 ,有 Px =

P
2
x 1+ PQx 2= Px 1, Qx= QPx 1+ Q

2
x 2= Qx 2, 所以有 x= Px 1+ Qx 2= Px+ Qx= ( P+ Q ) x∈( P

+ Q ) X ,即 PX + QXA ( P+ Q) X . 显然有( P+ Q ) X A PX+ QX . 所以 PX + QX = ( P+ Q) X .

引理 4　设 Y 是 X 的闭子空间,且 dimX / Y < ∞则对任一闭子空间 E ,只要 E∩Y= { 0} ,

dimE= dim( X / Y ) ,则 X = E Ý Y .

证明　设X 的闭子空间 E 满足, E∩Y= { 0} , dimE= dim ( X / Y ) . 由引理 1知 Y+ E 在 X

中可补 . 所以存在 X 的闭子空间 Z, 使得 X= ( Y+ E) Ý Z= YÝ ( E+ Z) .由于 dim ( E+ Z) =

dim ( X / Y ) = dimE< ∞,所以 dimZ= 0,即 Z= { 0} , X = YÝ E.

2　主要结果

定理 2　如果 P 和 Q都是 X 上的连续线性投影算子,且 PQ 是严格奇异算子,则 PX +

QX 在X 中可补 .

证明　构造性证明,可分为几个步骤完成 . ( 1) 证明 PX∩QX 是有限维子空间,从而由引

理 1,可设 PX∩QX= { 0} .事实上,对任意的 x∈PX∩QX ,存在 x 1 , x 2∈X , x = Px 1= Qx 2. 因

此, x= P
2
x 1= PQ

2
x 2= PQx , 即 PQ 在 PX∩QX 上的限制 PQû( PX∩QX )是同构映射 . 由于 PQ

是严格奇异算子,所以 PX∩QX 是有限维的 . ( 2) 令 T = I- PQ , 则 T 是指标为零的 Fred-

ho lm 算子〔5〕, 所以 dim( kerT ) < ∞.显然有 kerT A PX , 故有 kerT∩QX= { 0} . 由引理 1, QX

+ kerT 在 X 中可补,所以存在 X 的闭子空间 S, 使得 X = S Ý ( kerT Ý QX ) = kerT Ý ( S Ý

QX ) . 从而存在连续线性投影算子 R, RX = kerT 且 kerR= QX Ý SB QX . ( 3) 验证存在 X 的

闭子空间 E ,满足 PX= E Ý TPX , T X∩E= { 0} , E 和 kerT 同构 . 对任意的 x∈PX , 设 x =

Py , y∈X ,有 T x= TPy = ( I- PQ ) Py= P ( I- QP ) y∈PX . 所以 PX 是 T 的不变子空间 . 更

有 T 在 PX 中的限制T ûPX是PX 上指标为零的 Fredholm 算子, 所以存在 X 的有限维闭子空

间 E,满足PX= TPX+ E, T PX∩E= { 0} .对任意的 x∈TX∩E, 存在 y∈X , x = Ty∈E.由于

PX = TPX Ý E ,故对任意的 z∈X , 存在 x 1∈X ,满足 Ty + T Pz = Px 1 ,即( I - PQ ) y + P ( I -

QP ) z= Px 1 ,得 y= P ( x 1- z+ QP z+ PQy )∈PX .所以 x = Ty∈T PX∩E . 故 TX∩E= { 0} .

又 kerTÝ TPXA PX = E Ý TPX . 有 dimE≥dim( kerT )而 E∩T X = { 0} , E Ý T XA X= TX Ý

kerT , 所以 dimE≤dim ( kerT ) .综上, 有 dimE= dim ( kerT ) < ∞,所以 E 和 kerT 同构 . 且由

引理 4, X = TX Ý E . ( 4) 设 U是 kerT 到 E 的一个同构映射,验证 U = UR+ T ( I- R ) = UR+ T

是同构映射 . 事实上,对任意的 x , y∈X ,若 U ( x- y ) = 0,由 U ( x- y ) = UR( x - y ) + T ( x - y )

∈E Ý T X 知, UR ( x- y ) = 0且 T ( x- y ) = 0, 所以 R ( x - y ) = 0且 x- y∈kerT = RX . 从而, x

- y= R( x - y ) = 0, 即 x= y .所以 U是 1- 1的 . 又对任意的 x∈E, y= U- 1
x∈kerT = RX , 所

以有 x = URy= (UR+ T ) y= Uy∈UX . 即UX B E.
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对任意的 x = Ty∈TX ,令 z= y- Ry ,有 Uz= U ( y- Ry ) = (UR+ T ) ( y- Ry ) = T ( I- R ) y

= Ty= x , 即 x= Uz∈UX . UX B TX . 从而, 有 UX B E+ TX = X . U 是到上的 . 由逆算子定

理, U - 1是线性有界算子, 故 U是同构映射 . ( 5) 证明 UPX + UQX 可补, 从而推出 PX + QX

可补 . 事实上, UPX + UQX = UPU
- 1
X + UQU

- 1
X ,且 UPU

- 1
X= (UR+ T ) PU

- 1
X A URPU - 1

X+ P( I- QP ) U
- 1
X A E+ PX A PX . UQU

- 1
X = (UR+ T ) QU

- 1
X A URQU - 1

X + T QU
- 1
X =

{ 0} + T QU
- 1
X = ( I - P ) QU

- 1
X A ( I- P ) X . 由引理 3( 1) , 有 UPU

- 1
X + UQU

- 1
X = UPU

- 1

PX + UQU
- 1 ( I- P ) X , 且因为( UPU - 1

P ) ( UQU - 1 ( I - P ) ) X A UPU
- 1
P ( I- P ) X = { 0} ,

( UQU
- 1
( I- P ) ) ( UPU

- 1
P ) XA UQU

- 1
( I- P ) PX = { 0} . 由引理 3( 2) ,有 UPU

- 1
P+ UQU

- 1

( I- P )是投影算子, 且 ( UPU
- 1
P + UQU

- 1 ( I - P ) ) X = UPU
- 1
PX + UQU

- 1 ( I - P ) X =

UPU
- 1
X + UQU

- 1
X = UPX + UQX . 所以, UPX+ UQX 在 X 中可补 . 由引理 2, U

- 1 ( UPX

+ UQX ) = PX + QX 在 X 中可补 .

推论 1　若 M 和 N 是Banach空间X 的可补子空间, 且M , N 是完全不可比的,则 M + N

在 X 中可补 .

证明　设 P, Q分别是 X 到 M , N 上的连续线性投影算子,则 PQ 是严格奇异算子 . 否

则,存在X 的无限维子空间Y , PQ在 Y 上的限制PQûY∶Y PQY 是同构映射 . 此时, P 是

N 的子空间 QY 到 M 的子空间 PQY 上的同构映射,与 M , N 是完全不可比矛盾 . 由定理 2,

M + N 在 X 中可补 .

推论 2　若 M 1, ⋯,M n是 X 上两两不可比的可补子空间,则 M1+ ⋯+ M n在 X 上可补 .

证明　当 n= 2时,即为推论 1,结论成立 . 当 n= k- 1时, 设结论成立 . 由于 Mn 与 M1+

⋯+ Mn- 1是不可比的〔5〕,且M n与M 1+ ⋯+ Mn- 1均可补,故推论 1,M 1+ ⋯+ M n在X 上可补 .
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The Complementarity of the Sum of Two Complemented Subspaces

Wu Zhuning
( Dept . of Manag. Info. Sci. , Huaqiao Univ. , 362011, Quanzh ou )

Abstract 　As pointed by the author , the sum of tw o com plemented subspaces o f Banach space X may not be

complem ent ed space of X ; how ever , w hen P and Q ar e all cont inuous linea r pr oject ion operato rs on X and

PQ are str ictly singular opera tor s, PX + QX ar e complemented. A s further inferr ed by the author , t he sum

of pairw isely incomparable and complemented subspaces limit ed in number is complemented.

Keywords 　Banach space , complement ed subspace, pro jection operat or , str ictly singular operat or , sum,

complet ely incomparable
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