
　第 20 卷　第 1 期 华 侨 大 学 学 报 ( 自 然 科 学 版 ) Vo l. 20　No. 1　

　1999年 1 月 Journal of Huaqiao U niver sity ( Natural Science) Jan. 1999　

正概周期解的存在性和唯一性及稳定性
�

王　全　义

(华侨大学管理信息科学系,泉州 362011)

摘要　研究一个具有无穷时滞的造血模型的正概周期解的存在性、唯一性及稳定性等问题 . 利用

不动点方法, 我们得到了一些保证该方程的正概周期解的存在性、唯一性及稳定性的充分条件 .
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文〔1〕研究了一个具有无穷时滞的造血模型,即

dN ( t)
dt = - r ( t) N ( t ) + �( t)∫

+ ∞

0
K ( s) exp( - �( t ) N ( t - s) ) ds ( 1)

的正周期解的存在性、稳定性等问题·式( 1)中, t∈R,且 �( t ) , �( t ) , r ( t )都是 R上严格正的有
界周期函数, 它们具有共同的周期 �; K ( t)∶R+ R+ 是分段连续滞后核,最终非增并且满足

∫
+ ∞

0
K ( s) ds = 1. ( 2)

　　在文〔2, 3〕中,我们研究了方程( 1)的正 �-周期解的存在性、唯一性及稳定性等问题,得到
了一些保证方程( 1)的正 �-周期解的存在性、唯一性及稳定性的充分性条件,所得结果推广了
文〔1〕的有关结果 . 本文将研究方程( 1)的正概周期解的存在性、唯一性和稳定性等问题,获得

一些新结果, 并推广了文〔1, 3〕的有关结果 .

1　一些引理

在本文中,我们假设下列条件成立: r ( t) , �( t)和 �( t )是 R上正的连续的概周期函数, K ( t )
仍如前面所述 . 用 r1 , r2分别表示 r( t)的上确界及下确界; �1, �2分别表示 �( t )的上确界和下
确界; �1 , �2分别表示 �( t )的上确界及下确界;且 r 2, �2 , �2都大于零 . 于是有

exp( - r 1( t - s) ) ≤ exp(∫
t

s
r( �) d�) ≤ exp( - r 2( t - s) ) , ( t≥ s) . ( 3)

　　设方程( 1)的解 N ( t)满足下列初始条件:

N ( s) = �( s) ,　s∈ ( - ∞, t 0] ,

�( t 0) > 0, 　　　�( s) ∈ � ,
( 4)

其中 � = { �( s) : �( s)∈C( ( -∞, t 0] , R
+ ) , ‖�‖= sup{ ��( s) �∶s∈( -∞, t0 ] }≤M } , 这里 M > 0
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为常数 .

由常数变易法可得,方程( 1)满足初始条件( 4)的解 N ( t )可表示为

N ( t ) = exp( -∫
t

t
0

r ( �) d�) N ( t0 ) +∫
t

t
0

exp( -∫
t

u
r( �) d�) �( u) �

∫
+ ∞

0
K ( s) exp( - �( u) N ( u - s) ) dsdu, ( t≥ t0) , ( 5)

从而方程( 1)满足初始条件( 4)的解在 t≥t0上存在且是正解 .

由于问题的实际意义, 因此下面我们只研究方程( 1)的正概周期解的存在性、唯一性及稳

定性等问题 . 下面先证明一些有用的引理 .

引理 1　设 V ( t)是概周期函数,则

g( t ) =∫
+ ∞

0
K ( s) exp( - �( t ) V ( t - s) ) ds ( 6)

也是概周期函数 .

证明　因为 V ( t)是概周期函数,故有常数 b> 0使得对 t∈R有 �V ( t ) �≤b. 因此有

g ( t) ≤∫
+ ∞

0
K ( s) exp( �1b) ds≤ exp( �1b) , ( t∈ R) , ( 7)

又 g( t ) > 0,故 g( t )存在且有界 . 因为 �( t ) , V ( t )都是概周期函数,故 �( t) , V ( t)一致连续, 从
而易知 g( t )也是一致连续的 . 对任意的序列 �j∈R, j = 1, 2, 3,⋯,必存在着子序列{ tk }� { �j } ,
使得{�( t+ tk ) }及{V ( t+ t k) }在 R 上一致收敛 . 下面证明{g ( t+ t k) }也在 R上一致收敛 .

因为{�( t+ tj ) } , {V ( t+ tj }在 R 上一致收敛, 因此对任意给定的 �> 0,存在着自然数 K 充

分大,使得当 j , m> K 时, 有

��( t + t j ) - �( t + tm) � < �
3bexp( �1b) , ( t∈ R) , ( 8)

�V ( t + tj ) - V ( t + tm) � < �
3�1exp( �1b) , ( t∈ R) . ( 9)

因为

g( t + tj ) =∫
+ ∞

0
K ( s) exp( - �( t + tj ) V ( t + tj - s) ) ds, ( 10)

所以

�g ( t + tj ) - g( t + tm) �≤∫
+ ∞

0
K ( s) �exp( - �( t + tj ) V ( t + tj - s) ) -

exp( - �( t + tm) V ( t + tm - s) ) �ds≤

∫
+ ∞

0
K ( s) exp( - y ( t , tj , tm, s) ) �

��( t + tj ) V ( t + tj - s) - �( t + tm) �
V ( t + tm - s) �ds.　 ( 11)

在式( 11)中, y ( t , tj , tm, s)在 �( t+ tm) V ( t+ tm- s)与 �( t+ tj ) V ( t+ t j- s)之间,从而�- y ( t , tj ,

tm, s) �≤�1b. 于是,对任意的 �> 0, 当 j , m> K 时,由式( 8)～( 11)得

�g( t + t j ) - g( t + tm) �≤∫
+ ∞

0
K ( s) exp( �1b) ��( t + t j ) V ( t + t j - s) -
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�( t + tm) V ( t + tm - s) �ds ≤

exp( �1b)∫
+ ∞

0
K ( s) [ ��( t + tj ) - �( t + tm) �V ( t + t j - s) � +

�( t + tm) �V ( t + tj - s) - V ( t + tm - s) � ] ds≤

exp( �1b)∫
+ ∞

0
K ( s) ��b

3bexp( �1b) +
��1

3�1exp( �1b) ds <

�,　( t∈ R) , ( 12)

故{g( t+ tj ) }在R 上一致收敛 . 因此, g( t)也是概周期函数 . 引理 1证毕 .

考虑如下的概周期微分方程

dx
dt

= - r ( t) x + f ( t) , ( 13)

其中 r ( t)如前面所述, f ( t )也是概周期函数 . 由于 r ( t )≥r 2> 0,所以方程( 13)具有唯一的概周

期解 x ( t)满足

x ( t ) =∫
t

- ∞
exp( -∫

t

u
r ( �) d�) f ( u) du, ( t∈ R) . ( 14)

于是我们有

引理 2　方程( 13)具有唯一的概周期解 x ( t )满足式( 14) .

3　正概周期解的存在性

定理 1　如果 r2> �1�1exp( - �2n1) ,则方程( 1)存在着一个正概周期解 N 0 ( t)满足

n1 ≤N 0( t ) ≤n2, 　　 ( t∈ R) , ( 15)

其中 n2=
�1
r2
, n1=

�2exp( - �1n2 )
r 1

.

　　证明　设B= {V ( t ) �V∶R R是连续概周期函数} ,则B在范数‖V‖= sup{ � V ( t ) �∶
t∈R}下是一个 Banach 空间 . 记

B1 = {V�V ∈ B 且 n1≤ V ( t) ≤ n2, t∈ R} ,

其中n2=
�1
r 2
, n1=

�2exp( - �1n2)
r1

. 于是, B1是 B 中的有界闭子集 .

对任意的 V∈B 1, 由引理 1可知

f ( t) = �( t )∫
+ ∞

0
K ( s) exp( - �( t ) V ( t - s) ) ds,　( t∈ R) ( 16)

是概周期函数 . 考虑下列概周期微分方程

dN
dt = - r ( t) N ( t) + f ( t ) . ( 17)

由引理 2可知,方程( 17)具有唯一的概周期解

N ( t) =∫
t

- ∞
exp( -∫

t

u
r ( �) d�)�( u)∫

+ ∞

0
K ( s) exp( - �( u) V ( u - s) ) dsdu. ( 18)

于是我们有

N ( t )≤∫
t

- ∞
exp( - r2 ( t - u) )�( u) �
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∫
+ ∞

0
K ( s) exp( - �( u) V ( u - s) ) dsdu ≤

�1∫
t

- ∞
exp( - r 2( t - u) )∫

+ ∞

0
K ( s) dsdu ≤

�1
r2
= n2 . ( 19)

从而又有

N ( t) ≥∫
t

- ∞
exp( - r 1( t - u) ) �( u)∫

+ ∞

0
K ( s) exp( - �( u) V ( u - s) ) dsdu ≥

�2exp( - �1n2)∫
t

- ∞
exp( - r1 ( t - u) )∫

+ ∞

0
K ( s) dsdu≥

�2exp( - �1n2)
r1

= n1. ( 20)

即有n1≤N ( t)≤n2 , ( t∈R) ,所以N∈B1 .

下面定义算子 T∶B1 B 1为

TV ( t ) =∫
t

- ∞
exp( -∫

t

u
r ( �) d�)�( u) �

∫
+ ∞

0
K ( s) �exp( - �( u) V ( u - s) ) dsdu,　　( � V ∈ B1 ) . ( 21)

对任意的V 1 , V 2∈B1 ,由式( 17)及中值定理得

�TV 1( t ) - TV 2( t ) � ≤∫
t

- ∞
exp( -∫

t

u
r( �) d�) �( u)∫

+ ∞

0
K ( s) �exp( - �( u) V 1( u - s) ) -

exp( - �( u) V 2( u - s) ) �dsdu≤

�1∫
t

- ∞
exp( - r 2( t - u) )∫

+ ∞

0
K ( s) exp( - �( u) y ( u - s) ) �

�( u) �V 1 ( u - s) - V 2 ( u - s) �dsdu, ( 22)

其中 y ( t)在 V 1( t )与 V 2( t )之间,因此有 n1≤y ( t )≤n2, ( t∈R) . 于是由式( 22)得

�T V 1 ( t) - T V 2 ( t) � ≤�1�1exp( - �2n1 )‖V 1 - V 2‖∫
t

- ∞
exp( - r 2( t - u) ) �

∫
+ ∞

0
K ( s) dsdu≤

1
r 2
��1�1exp( - �2n1 )‖V 1 - V 2‖. ( 23)

从而有

‖T V 1 - TV 2‖≤
1
r2
��1�1exp( - �2n1)‖V 1 - V 2‖. ( 24)

因为
1
r 2
·�1�1exp( - �2n1) < 1,所以算子 T∶B1 B1是压缩的 . 从而 T 在 B1中具有唯一的

不动点,即有 N 0∈B 1使得 T N 0( t ) = N 0 ( t) ,即

N 0 ( t) =∫
t

- ∞
exp( -∫

t

u
r ( �) d�)�( u)∫

+ ∞

0
K ( s) exp( - �( u) N 0( u - s) ) dsdu. ( 25)

由上式的右边可知 N 0 ( t )连续、可导,并且直接微分上式的两边可知 N 0 ( t )满足方程( 1) . 定理

1证毕 .

4 　正概周期解的唯一性及稳定性

首先由文〔2〕中的推论 1可知,若 N ( t )是方程( 1)满足初始条件( 4)的任意正解,则存在着

t1> 0充分大,使得当 t≥t 1时有
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N 1 < N ( t) < N 2 , ( 26)

其中N 2=
�1
r2
+ b, N 1=

1
r 1
·�2b1exp( - �1N 2 ) ,这里 0< b, b1< 1为任意给定的常数,且 b 可以充

分小, b1可以充分地接近于 1. 由此并结合定理 1可知方程( 1)的正概周期解是唯一的 .

其次,由文〔3〕的推论 2可知方程( 1)的正概周期解 N 0( t )是一致稳定的 . 综上述得

定理 2　若 r2> �1�1exp( - �2n1)成立,则方程( 1)存在着唯一的、一致稳定的正概周期解

N 0 ( t)满足式( 15) .

推论 1　若 r2> �1�1exp( - �2n1 )成立且 r ( t ) , �( t ) , �( t )为正的 �-周期函数, 则方程( 1)存
在着唯一的、一致稳定的正 �-周期解 N 0 ( t)满足式( 15) .

显然推论 1改进了文〔1〕中的定理 3. 1及文〔3〕中的推论 1的结果 .

再由文〔3〕中的推论 3,我们有

定理3　如果下列条件: ( i) r 2 > �1�1exp( - �2n1) 和( ii)∫
+ ∞

0
sK ( s) ds< + ∞成立,则方程

( 1)存在着唯一的、全局一致渐近稳定的正概周期解 N 0 ( t)满足式( 15) .
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Existence and Uniqueness and Stability of

Positive Almost Periodic Solution

Wang Quanyi
( Dept . of M anag. Info. Sci. , Huaqiao Un iv. , 362011, Quanzhou)

Abstract 　T he paper deals w ith the po sitiv e almost periodic solut ion to a model o f hemopoiesis w it h inf inite

tim e lag . By using fix ed po int mo thed, some sufficient condit ions ar e obtained fo r pledg ing existence and u-

niqueness and st ability o f positive almost per iodic solution t o this equation.

Keywords 　infinite time lag , almost per iodic so lution, ex istence, uniqueness, stability
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