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分段与整体拟对称函数之间的关系
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摘要　探索分段拟对称函数与整体拟对称函数之间的关系 . 对整段区间上实值严格增加连续函

数在分段拟对称的条件下, 何时为整体拟对称函数作出研究,并估计其拟对称偏差的上限 . 改进

了最近由 Heinonen 和 Hinkkanen 所得的两个相应结果 .
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设 X , Y 是两个度量空间, ûa- bû表示空间中两点间的距离, f ∶X→Y 是同胚映照,若存

在常数 H < ∞,对一切 x∈X 有

lim
r→0

sup
sup{ ûf ( x ) - f ( y ) ûûûx - yû≤ r }
inf {ûf ( x ) - f ( y ) ûûûx - yû≥ rû} ≤ H ( 1)

成立,称 f 是 X 到 Y 上的拟共形映照 . 若存在一个从[ 0,∞)到自身上的同胚映照 G,满足
ûx - aû≤ tûx - bû] ûf ( x ) - f ( a) û≤ G( t) ûf ( x ) - f ( b) û, ( 2)

对一切 t≥0和任何三点组 x , a, b∈X 成立, 称 f 是 X 到 Y 上的拟对称映照.研究拟共形映照

与拟对称映照之间的关系, 吸引着不少人的兴趣,是目前受关注的重要课题之一.特别是研究

分段拟对称函数与整体拟对称函数之间的关系,已有较大的进展, 受到同行专家的关注.最近,

Heinonen 和 Hinkkanen 在文〔1〕中对分段拟对称函数与整体拟对称函数之间的关系作了研

究,取得不少重要成果 . 本文对文〔1〕中的两个定理作了深一步的研究,改进了 Heinonen 和

Hinkkanen的相应成果 .

1　一些主要的结果

Heinonen和 Koskela 证明了下列定理A .

定理 A　若两个紧致多面体中每点都有一个维数 d > 1的锥形邻域, 且具有连通的连结,

则它们之间的拟共形映照是拟对称映照 .

定理A 在文〔1〕的定理1. 4中曾有叙述 . 最近, Heinonen和 Hinkkanen
〔1〕
指出,维数d > 1

的限制是必要的, 且也不必有其它的限制 . 他们证明了下列定理 B.

定理B　每点的维数都大于 1的两个紧致多面体之间的拟共形映照是拟对称映照 .

为了证明定理 B,除了应用定理 A 的结果外, Heinonen和 Hinkkanen 研究了一维分段拟

对称函数与整体拟对称函数之间的联系,证明了下面两个起着决定性作用的定理 .
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定理C　设 M≥1, f 是[ - 1,M ]上的实值严格增加连续函数, f ( 0) = 0; 设 f 是[ - 1, 0]和

[ 0,M ]上的 K -拟对称函数,且对 0< t< 1,有 K
- 1
1 ≤

f ( t)
ûf ( - t) û≤K 1, 则 f 是[ - 1, M ]上的 K 2-

拟对称函数 . 这里, K 2仅与 K 和 K 1有关, 且 K 2≤( 1+ K 1) ( 1+ K ) 3 .

定理 D　设 M≥1, f 是[ - 1,M ]上的实值严格增加连续函数, f ( 0) = 0. 设 f 是[ - 1, 0]

和 [ 0, M ]上的 K -拟对称函数, 且对 0< t≤A < 1, 有 K
- 1
1 ≤

f ( t )
ûf ( - t ) û≤K 1, 则对 0< t< 1, 有

K
- 1
2 ≤ f ( t)

ûf ( - t) û≤K 2.这里, K 2 仅与 K 1, K , A 有关, 且 K 2< K 1K
1+ ln( 1/ A ) / ln2, 因而 f 是[ - 1,M ]

上的K 3-拟对称函数, K 3是仅与 K , K 1 , A 有关的常数 .

上述两个定理指出了一维分段拟对称函数与整体拟对称函数之间的关系,且有文〔1〕中例

子说明存在分段拟对称函数但不是整体拟对称函数 . 这显示出研究两者之间的关系是有意义

的 . 本文主要改进上述定理 C 与定理 D的结果, 且指出并弥补了定理 C 证明中的缺陷 .

Tukia和 Vabisablab〔2〕证明了在许多空间中, 拟对称映照的定义( 2)中仅需检验 t= 1时的情

形,其余的情况可用归纳证之 . 这种情形也被称为是弱对称的 . 注意到当考虑一维拟对称的

情形,事实上就是弱对称的情形,因而本文中的术语与通常采用的术语的定义是一致的 . 回顾

到在一维的情况下,若 f 是实轴 R 到自身上的严格增加连续函数, 满足

K
- 1≤ f ( x + t) - f ( x )

f ( x ) - f ( x - t )
≤ K , ( 3)

对一切 x∈R, t> 0 成立,则 f 是 R上的 K -拟对称函数 . Beur ling 和 Ahlfor s〔3〕证明了实轴 R

上的K -拟对称函数正好是上半平面 H = { z ûIm z> 0}到自身上保持无穷远点不动的拟共形映

照的边界值, 这也引起了对 K -拟对称函数性质本身的不少研究
〔4～ 6〕

.

2　主要结论及其证明

我们将阐述本文的主要结论及其证明,现先证明如下的

定理 1　设 M≥1, f 是[ - 1,M ]上的实值严格增加连续函数, f ( 0) = 0.设 f 是[ - 1, 0]和

[ 0,M ]上的 K -拟对称函数, 且对于 0< t< 1, 有 K
- 1
1 ≤

f ( t )
ûf ( - t ) û≤K 1, 则 f 是[ - 1,M ]上的

K 2-拟对称函数 . K 2是仅依赖于 K 和 K 1的常数, 且 K 2≤( 1+ K 1) ( 1+ K )
2
.

证明　对于 x , t满足 - 1≤x- t< x+ t≤M ,我们要证明成立着

K
- 1
2 ≤ f ( x , t) =

f ( x + t ) - f ( x )
f ( x ) - f ( x - t) ≤ K 2 . ( 4)

　　若( x+ t)≤0或( x- t)≥0,依假设有 K
- 1≤f ( x , t )≤K ,式( 4)成立, 因而可设( x - t ) < 0

< ( x + t ) . 我们可假设 x≥0. 由于- 1≤( x - t) < 0, 有 0≤x < t≤ ( x + 1) , 这样 f ( x , t ) =

f ( x+ t) - f ( x )
f ( x ) + ûf ( x - t) û .我们先证明下列不等式

( 1 + K )
- 1
f ( t ) ≤ f ( x + t) - f ( x ) ≤ ( 1 + K ) f ( t) . ( 5)

因为
f ( t )
K + 1≤

f ( x+ t)
K + 1 ≤f ( x+ t) - f ( x ) ,第 1个不等式由严格增加性可得, 第 2个不等式等价

于

( K + 1) f ( x ) ≤ K f ( x + t) , ( 6)
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这又等价于

K + 1
K

f ( x ) ≤
1
K
( f ( x ) - f ( 0) ) + f ( x ) - f ( 0) ≤ f ( 2x ) ≤ f ( x + t ) . ( 7)

注意到 x+ t≤M ,故 2x≤( x + t)≤M ,从而式( 7)成立 . 另一方面, 由 f ( x )在[ 0,M ]上的 K -拟

对称性,有

[ f (
x + t
2

+
x + t
2

) - f (
x + t
2

) ] / [ f(
x + t
2

) - f ( 0) ] ≤ K. ( 8)

因此, f ( x+ t )≤( 1+ K ) f (
x+ t
2

)≤( 1+ K ) f ( t ) ,从而

f ( x + t ) - f ( x ) ≤ f ( x + t ) ≤ ( 1 + K ) f ( t ) ,

故式( 5)成立 . 这样,我们可得

1
1 + K

f ( t )
f ( x ) + ûf ( x - t ) û≤ f ( x , t ) ≤ ( 1 + K ) f ( t )

f ( x ) + ûf ( x - t) û. ( 9)

当 t≤1时, 由假设有

f ( t)
f ( x ) + ûf ( x - t) û≥

f ( t )
f ( t) + ûf ( - t) û≥

1
1 + K 1

. ( 10)

当 t> 1时, 注意到- 1≤( x - t) ,有( t- x )≤1, 故

f ( t)
f ( x ) + ûf ( x - t) û≥

1
f ( x )
f ( t )

+ ûf ( x - t ) û
f ( t - x )

f ( t - x )
f ( t)

≥
1

1 + K 1
. ( 11)

　　我们再来寻找 f ( x , t )的一个上界 . 当 x≥
t
2
时, 由 x< t推出 2x< ( x+ t ) ,有

f ( t ) ≤ f ( 2x ) ≤ ( 1 + K ) f ( x ) . ( 12)

再由式( 9)和式( 12)可得 f ( x , t)≤( 1+ K )
2
. 当 x <

t
2
时, - 1≤( x - t ) < -

t
2
;当 2( t- x )≤1

时,可推出 t< 1.因此

ûf ( - t ) û≤ ûf ( 2( x - t) ) û= ûf ( 2( x - t) ) - f ( x - t ) û+ ûf ( x - t ) û,
由此可得ûf ( - t) û≤( 1+ K ) ûf ( x- t ) û, 从而

f ( x , t ) ≤( 1 + K )
f ( t )

f ( x ) + ûf ( x - t ) û≤

( 1 + K )
f ( t )

ûf ( - t) û
ûf ( - t ) û
ûf ( x - t) û≤ K 1 ( 1 + K ) 2.

当 2( t- x ) > 1时,由- 1≤( x- t ) < -
t
2 < 0,推得 t< 2,有

f ( x , t) ≤ ( 1 + K )
f ( t)

ûf ( x - t) û≤ ( 1 + K ) ( f ( t ) / ûf ( -
t
2
) û) =

( ( 1 + K) ( f ( t
2
) / ûf ( -

t
2
) û) ( f( t ) / f( t

2
) ) ≤ K 1 ( 1 + K) 2.

　　综合上述,可得

( 1 + K 1 )
- 1
( 1 + K )

- 1
≤ f ( x , t ) ≤ ( 1 + K )

2
K 1.

因此, f 是[ - 1,M ]上的 K 2-拟对称函数, K 2 是仅与 K , K 1有关的常数, 且 K 2≤( 1+ K 1 ) ( 1+

K )
2
. 定理 1证毕 .

附注　Heinonen和 Hinkkanen 在证明定理 C时,利用了
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f ( x + t ) - f ( x ) ≤ f ( 2t) ≤ f ( t) + K ( f ( t ) - f ( 0) ) .

但是,我们发现 2t未必落在[ 0,M ]上, 故其证明是有缺陷的.我们补充证明了公式( 8) , 克服了

这个缺陷,并且从定理 1的证明中可见,定理 1中所估计的拟对称偏差要比定理C 中所得到的

偏差小 .

定理 2　设 M≥1, f 是[ - 1,M ]上的严格增加连续函数, f ( 0) = 0;设 f 是[ - 1, 0]和[ 0,

M ]上的 K -拟对称函数, 且对于0< t≤A < 1, 有K
- 1
1 ≤

f ( t )
ûf ( - t ) û≤K 1,则当 0< t< 1时,成立着

K
- 1
2 ≤

f ( t)
ûf ( - t) û≤K 2 , K 2是仅依赖于 K , K 1和 A 的常数,且

K 2≤

K 1K
1+ ln( 1/ A ) / ln2 , 0 < A ≤ 1

2
,

K 1K　 ,
1
2
< A < 1.

( 13)

因此, f 是[ - 1,M ]上的 K 3-拟对称函数, K 3是仅依赖于 K , K 1和 A 的常数 .

证明　当0< A≤
1
2时,取正整数m, 使2

m- 1
≤

1
A
< 2

m
. 对任何 t∈( 0, 1) ,令 t0=

t
2
m< A . 由

于 f 是[ - 1, 0]和[ 0,M ]上的 K-拟对称函数, f ( 0) = 0. 我们有

1
K

f ( 2kt 0) - f ( 2k- 1
t0 )

f ( 2
k- 1

t 0) - f ( 0)
≤ K , 1≤ k ≤ m ( 14)

从而得到

(
1
K

+ 1)
m
f ( t0) ≤ f ( 2

m
t0 ) = f ( t) ≤ ( 1 + K )

m
f ( t 0) . ( 15)

注意到 f 是[ - 1,M ]上的严格增加连续函数,同样可得

(
1
K

+ 1) m( - f ( - t 0) ) ≤- f ( - 2mt 0) = - f ( - t0 ) ≤

( 1 + K ) m( - f ( - t 0) ) . ( 16)

由假设,可得

K
- m

K
- 1
1 ≤K

- m f ( t 0)

ûf ( - t0 ) û≤
f ( t)

ûf ( - t0) û=
f ( 2mt 0)

ûf ( - 2mt0 ) û≤

K
m f ( t 0)
ûf ( - t0 ) û≤ K

m
K 1 , ( 17)

因为 m≤1+
ln( 1/ A )

ln2
, 故我们证明了当 0< A ≤

1
2
时, K

- 1
2 ≤

f ( t )
ûf ( - t) û≤K 2, 0< t< 1,其中 K 2

≤K 1K
1+

ln( 1/ A )
ln2 .

当
1
2
< A < 1时,有 1<

1
A
< 2, 对于任何 t∈( 0, 1) ,取 t 0=

t
2
< A . 类似地,我们可得

(
1
K

+ 1) f ( t0 ) ≤ f ( 2t 0) ≤ ( 1 + K ) f ( t 0) , ( 18)

(
1
K

+ 1) ( - f ( - t0 ) ) ≤- f ( - 2t0 ) ≤ ( 1 + K ) ( - f ( - t0) ) , ( 19)

从而

K
- 1
K

- 1
1 ≤ K

- 1 f ( t0 )
ûf ( - t 0) û≤

f ( t )
ûf ( - t) û=

f ( 2t0 )
ûf ( - 2t 0) û≤K

f ( t 0)
ûf ( - t0 ) û≤ K K 1. ( 20)
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定理 2中的式( 13)证毕 . 最后根据定理 1,可知 f 是[ - 1,M ]上的 K 3-拟对称函数, K 3 是仅依

赖于K , K 1和 A 的常数 . 这就证明了定理 2.

顺便指出, Heinonen和 Hinkkanen 在文〔1〕中拓宽了定理 D 的结果, 他们证明了下列的

定理 .

定理E　设 M≥1, f 是[ - 1,M ]上的实值严格增加连续函数, f ( 0) = 0. 设 f 是[ - 1, 0]和

[ 0,M ]上的 K -拟对称函数, 且存在序列{ t n} , 1<
tn

tn+ 1
≤L , n≥0 和 0< A = t 0< 1满足 K

- 1
1 ≤

f ( t n)
ûf ( - t n) û≤K ,对 n≥0成立 . 则当 0< t≤A 时,有 K

- 1
2 ≤

f ( t)
ûf ( - t) û≤K 2 ,这里 K 2 是仅依赖于

K , L , K 1的常数 . 因此 f 是[ - 1,M ]上的 K 3-拟对称函数, K 3仅依赖于 K , A , L 和 K 1.

我们指出, 定理 E 的条件中对单调减少序列{ t n}的要求中, 还应有lim
n→∞

tn= 0的假设,否则

是不成立的 .
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Relation between Piecewise and Global

Quasi-Symmetric Functions

Huang Xinzhong
( Dept . of Manag. Info. Sci. , Huaqiao Univ. , 362011, Quanzh ou )

Abstract 　A study is made on the r elation betw een piecew ise quasi-symmetr ic function and golobal one. Fo r

a r eal-valued st rict ly increasing function on an inter v al with piecewise quasi-symmetr ic proper ty , t he condi-

tion that w ill guarantee the function to be golobal quasi-symm etric is st udied, and the qua si-symmet ric distor-

tion bound is estimat ed. As a r esult, tw o cor responding r esults of Heinonen and Hinkkanen ar e improved.

Keywords 　quasi-confo rmal mapping, quasi-symmetr ic function, dimensionality , compact po lyhedron
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