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多变量不确定性模型的摄动分析
X
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摘要　根据对象模型的 3 种结构,提出控制系统不确定性模型的规范化描述方法.利用鲁棒稳定

性原理及奈魁斯特 MIMO 稳定性准则, 给出对象模型满足系统稳定条件的最大模型摄动范围,这

种分析方法可用于 M IMO 系统的分析设计.
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1　不确定性模型的结构

控制系统模型决定了控制器的设计,由于模型在辨识过程的近似性或局限性,使得它往往

包含有不确定性因素〔1〕.在单变量系统中,对象模型g( S )、辨识预估模型g
d( S )与不确定性模型

$g( S )的关系为
g ( S) = g

d( S ) + $g ( S) , ( 1)

g( S )相当于 g
d( S )与 $g( S )的并联. 但是,多变量对象模型

G ( S) =

g1 1( S ) g12 ( S ) ⋯ g1n ( S)

g2 1( S ) g22 ( S ) ⋯ g2n ( S)

� � w �

gn1 ( S ) gn2 ( S) ⋯ gnn ( S)

同预估模型(或称设计模型) G
d( S )与不确定性模型 $Gp ( S)的结构关系比较复杂,基本上可以

归纳为图 1中的 3种结构形式〔2〕. G ( S)是一种广义模型
〔1〕,包含输入部分(如执行机构和调节

阀

等)、对象与输出部分(如检测系统等) .图1( a)的不确定性属于被控制对象本身, 图1( b) , ( c)

· ·· ·G( S )

$Go( S)

( c)( b)

$Gi( S)

G( S )G( S )

$Gp( S)

( a)

图1 3种不确定性模型的结构

则分别表示属于输入与输出部分.这 3个不确定性源可以分别解释为时变对象、输入不确定性
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扰动及输出噪声干扰.

系统的不确定因素可记为

$Gk ( S) = l
-
k( S ) $ ( S) , ( 2)

其中 $( S )为系统规模化摄动, $( S )与 G ( S )及 $G ( S )同维,即为 n×n矩阵; l-k ( S ) , k= p , i, o

为权函数和最大值.即

l
-
k ( X) = max l k( X)　　k = p , i , o,　P X. ( 3)

显然,系统的规范摄动 $ ( S )可作为控制系统的一个组成部分,对系统的鲁棒性产生影响.

2　规范化摄动模型

　　图 1中的 3种不确定模型若同控制器 D ( S )构成闭环单位反馈控制系统, 则如图 2所示.

为了分析问题,可将系统划分成两大部分: ( 1) 不变化的部分 G- k ( S) ; ( 2) 变化的部分 $ ( S) (即
摄动模型) . 由此两部分重构系统, 如图3所示. 为了推导G

-
k ( S ) , 将图2的3个方框图等效变

·

·

· ·

·

·· ·
·

-

+

Gk( S) $( S )+

+
R( S)

+ -
D( S)
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G( S)

( c)

( b)

G( S )

$Gi( S )

D( S)
+ -

R( S)

+

+

+

+R( S )

+ -
D( S)

图3 重构单位反馈控制系统

$Gp( S )

G( S)

( a)

图2 同图1对象对应的闭环控制系统

换成图 4的对应 3个方框图.图中虚线框内部可分别写成

G
~
p ( S ) = D ( S ) [ I + D ( S ) Gd( S ) ] - 1,

G
~
i ( S) = D ( S ) Gd( S ) [ I + D ( S ) Gd( S ) ] - 1

,

G
~
o( S ) = D ( S ) Gd( S ) [ I + D ( S ) Gd( S ) ] - 1,

( 4)

· ·· · ·· ·

G( S)

- -

+ +
Go( S)

D( S) $Go( S)G( S)

( b) ( c)

G( S ) $Gi( S )D( S )

Gi( S)

++

- - - -

+ +
Gp( S)

D( S) $Gp( S)

G( S )

( a)

图4 图2的等效变换方框图

如果将 $Gk( S ) , k= p , i , o的不变部分并入式( 4) ,可得

G
-

p ( S ) = D ( S ) [ I + D ( S) Gd( S) ] - 1
l
-
p ,

G- i ( S) = D ( S ) Gd( S ) [ I + D ( S ) Gd( S ) ] - 1
l-i,

G
-

o( S ) = D ( S ) Gd( S) [ I + D ( S) Gd( S) ] - 1
l
-
o,

( 5)
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于是得到图 3所示的重构系统.

( 1) 图 2( a)的不确性模型系统,其稳定必要条件为 D ( S)∥G
d( S )并联系统稳定,且 G

-
p ( S )

与 $ ( S )串联单位反馈系统稳定.

( 2) 图 2( b) , ( c)的不确性模型, 其稳定的必要条件是 D ( S)与 G
d( S )串联单位反馈系统稳

定,且 G
-( S )与 $ ( S)串联单位反馈系统稳定.

3　鲁棒性条件分析

具有不确定性模型的系统, 其设计的最基本要求就是满足其鲁棒性条件〔3〕.

一个以状态方程式描述的 MIMO 系统, 可记成

X
õ

= A X + BU ,

Y = CX + DU ,
( 6)

经拉普拉斯变换, 并加以整理可得

G( S ) = C( S I - A ) - 1
B + D C {g ij ( S ) } , ( 7)

状态方程式的系统矩阵 A 与传递函数多项式矩阵 G( S )有本质联系. G( S )稳定意味着 g ij ( S ) ,

i, j= 1, 2, ⋯, n均稳定,即 A 的本征值 K满足 Re{ Ki}≤0. 由于 Ki 为负,其平方形式为

Ni = Ki{ AH
A } ≥ 0　　i = 1, 2,⋯, n, ( 8)

式中 A
H
为 A 的转置, K{A H

A }表示对矩阵 A
H
A 最本征值.记为

RiA = Ni = Ki{A H
A }　　i = 1, 2, ⋯, n,

QA = maxKi {A }　　i = 1, 2,⋯, n.
( 9)

　　SISO(单输入-单输出)系统的Nyguist稳定性定理可以推广到M IMO(多输入-多输出)系

统. Nyguist 稳定性定理指出:一个稳定的开环系统,其单位反馈闭环控制,闭环稳定的条件为

[ 1+ G- k( X) $ ( X) ]的轨线不包含奈氏图上的原点, 或者 G- k ( X) $ ( X)的轨线不包含( - 1, j 0)点.

因此,不难得出 MIMO系统的稳定性定理,对于所有的摄动 $ { R-{$ }≤1} ,当且仅当下列条件

满足

det ( I - G
-

k ( X) $ ( X) ) ≠ 0,　PX,
R-{$ } ≤ 1;　R-{$ } ∈ $,

( 10)

图 3系统稳定.证明

ûG- k õ $û= ûG- kûû$û≤‖G
-

k‖û$û,
因为ûG- k·$û= ûK{G- k }ûû$û,可得出 K{G- k}≤‖G

-
k‖, Q{G- k }≤‖G

-
k‖.式( 10)说明‖G

-
k‖< 1,

可推导出 Q{G- k} < 1, 即 G- k( X)在多维空间的半径小于 1.因此, det [ I+ G- k ( X) $( X) ]不包围状态
空间的原点; 反之,如果存在一个摄动 $ 1( X) , R( $1 )≤1, 使 Q{ G- k}≥1,即 det [ I- G

-
k ( X) $ 1( X) ]

包围原点,必然可找到一个 E, E∈[ 0, 1] , 使式( 10)满足. 即

det [ I + G
-

k( X) E$′( X) ] ≠ 0,P X,
因 E$′( X)仍然满足 R( E$′)≤1,所以后面的一种假设是不存在的. 由多变量 N yguist 判据可知

道,轨线 M ( X) = G
-

k( X) $ ( X) ,P X在 n维空间中,不包含( - I , j 0)点是图 3重构系统稳定的充

要条件,可得出系统鲁棒稳定条件式为

‖G
-

k( X)‖∞ < 1,　k = p , i, o, 　PX, ( 11)
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因为N yguist 判据说明

Sup‖M ( X)‖≤ max‖G- k ( X)‖maxû$ ( X) û, ( 12)

且知maxû$( X) û< 1, Sup‖M ( X)‖= max‖M ( X)‖< 1, 所以满足式( 11)的条件, 无论 X为
何值系统均为稳定.

4　小结

由上述摄动分析, 可以得到如下结论.

·

-

+
D( S) G( S)

图5 H( S)系统的构成

( 1) 式( 5)中 G
-

i ( S ) , G- o( S )可记为

G
-

k( S ) = H ( S) l-k　k = o, i ,

其中 H ( S ) = D ( S) Gd( S) [ I+ D ( S ) Gd( S ) ] - 1 , l-k ( S) = $Gk( S )

×$ ( S) - 1, k= o, i. H ( S )为图 5系统的闭环传递函数,控制

器 D ( S )的选择必须满足‖G- k( X)‖∞< 1或

SupûD ( X) Gd( X) [ I + D ( S) G
d
( S) ]

- 1û< 1
l
-
k
,　P X,　k = o, i . ( 13)

　　( 2) 同样,式( 5)的 G
-

p ( S)也可写成

G
-

p ( S) = H p ( S ) l-k,

其中 H p ( S ) = D ( S) [ I+ D ( S ) Gd( S ) ] - 1 , lp ( S ) = $Gp ( S ) $ ( S ) - 1. 鲁棒稳定条件为

SupûD ( S ) [ I + D ( S ) G
d
( S ) ]

- 1û< 1
l
-
p
,　PX. ( 14)

因此,系统鲁棒性应同时满足式( 13)与式( 14) . 比较 H 与 H p , 得

H ( S ) = H p ( S) Gd( S) ,
由于G

d( S)经常呈现低通滤波特性〔4〕,因此H p ( S )比 H ( S )更具高通滤波特性.

参　　考　　文　　献

1　王永初,陈庄金, 李钟慎.现代控制工程设计基础. 广州:暨南大学出版社, 1997. 403～445

2　M orari M . Robust pr ocess contr ol. New Yo rk: Pr ent ice Ha ll, 1992. 320～346

3　Jafir iou E. Digit al cont ro ller fo r SISO system . Int. J. Contr ol, 1985, 44( 6) : 786～812

4　任秀珍. 利用条件功换调节方式提高控制系统调节品质 . 华侨大学学报(自然科学版) , 1987, 8( 4) : 460～

466

Perturbation Analysis of Multivariable Model of Uncertainty

Wang Qizhi　　Wang Yongchu
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Abstract　Based on three str uctur es o f object model, a standardized met hod is advanced for describing uncer-

tainty model o f contr ol sy st em. By making use of pr inciple of robustabilit y and cr iter ion of Nyquist M IMO

stability , the max imum per turbed r egion for object model to sat isfy the st ability condition of sy stem is giv en.

This analytical met hod can be applied to analysis and design of M IMO sy st em.

Keywords　per turbation ana ly sis, M IM O sy st em, r obust ability , stability
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