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具有非负载面曲率的紧致极小超曲面
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摘要　采用活动标架方法, 讨论局部对称黎曼流形中, 具有非负截面曲率的紧致极小超曲面,得到

一个关于这种超曲面不存在的定理.
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1　主要结果和预备知识

众所周知,带有非正截面曲率的单连通黎曼流形中不存在紧致极小子流形.本文讨论单连

通局部对称黎曼流形中的紧致极小超曲面,下面具体阐述.

定理 1　设 N 是 n+ 1维单连通局部对称黎曼流形( n≥2) ,则 N 中不存在处处满足 S >

nX
~ 的具有非负截面曲率的紧致极小超曲面.这里 X

~ 表示 N 在任一点处截面曲率的上确界,

即 X
~ > 0. S 表示 N 的超曲面的第二基本形式长度平方.

推论 1　球面 S
n+ 1

( 1) ( n≥2)中,不存在恒满足 S > n的具有非负截面曲率的紧致极小超

曲面.

在 S
n+ 1( 1)中的紧致极小超曲面的第二间隙(用第二基本形式长度平方刻划的)中,只可能

存在具有负值截面曲率的紧致极小超曲面.下面给出证明定理 1所需要的局部公式和引理.

设 N 是 n+ 1维局部对称黎曼流形,M 为 N 的紧致极小超曲面.指标约定: 1≤i , j , k, l , m

≤n, A= n+ 1.

在 N 上选取一个局部正交规范标架场{ ei , eA} , 使得当限制在 M 上时, ei 与 M 相切. 设

{ Xi, XA}是{ ei , eA}的对偶标架场,则限制在 M 上时, XA= 0, XAi= 2
j
h
A
ijXj , hA

ij= h
A
j i.M 在 N 中的第

二基本形式为

R( X , Y ) = 2
i, j
h
A
ijXi( X ) Xj ( Y ) eA,　P X ,　Y ∈ T M , ( 1)

其长度平方 S = 2
i, j
( hA

ij ) 2、平均曲率 H =
1
n
2
i
h
A
ii和 H≡0时,M 称为极小的.M 的 Gauss 方程为

R ij kl = K ij kl + h
A
ikh

A
j l - h

A
ilh

A
j k ,

其中 R ij kl, K ij kl分别表示 M , N 的黎曼曲率张量分量.

M 的第二基本形式分量 h
A
ij的第一、二阶协变导数分别定义为 2

k
h
A
ij kXk= dh

A
ij- 2

l
h
A
ljXli- 2

l
h
A
il
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Xlj , 2
l
h
A
ij klXl= dh

A
ij k- 2

l
h
A
lj kXli- 2

l
h
A
ilkXlj- 2

l
h
A
ij lXlk. 由上述定义和 M 的结构方程,容易导出

h
A
ij k - h

A
ikj = - K Aij k, ( 2)

h
A
ij kl - h

A
ij lk = 2

m
h
A
miRmjkl + 2

m
h
A
mjR mikl. ( 3)

h
A
ij的 Laplacian 定义为

$hA
ij = 2

k
h
A
ij kk . ( 4)

同样,可以定义 K Aij k的协变导数(作为 T
⊥á T

* á T
* á T

*
的一个截面而言)为

2
l
K Aij klXl = dK Aij k - 2

l
K Alj kXli - 2

l
K AilkXlj - 2

l
K Aij kXlk.

通常的协变导数 K Aij k, l与 K Aij kl有如下关系〔1〕, 即

K Aij k, l = K Aij kl - K AiAkh
A
j l - K Aij Ah

A
kl + 2

m
K mij kh

A
ml . ( 5)

由式( 2)～( 4) ,可以导出

$hA
ij = - 2

k
( K Akikj + K Aij kk) + 2

km
h
A
kmR mijk + 2

km
h
A
miR mkjk . ( 6)

当 N 是局部对称时, K Aij k, l= 0. 由式( 5) , ( 6)可以推出

引理 1　设 N 是 n+ 1维局部对称黎曼流形,M 是N 的紧致极小超曲面,则

$hAij = - 2
k
[ K AkAkh

A
ij + K AkiAh

A
kj + K AiAkh

A
j k + K Aij Ah

A
kk]

+ 2
km
( K mkikh

A
mj + K mijkh

A
mk) + 2

km
h
A
mkR mijk + 2

km
h
A
miRmkj k.

令 UM = ∪
x∈M

UM x 和 UM x= {u∈T M x∶‖u‖= 1} , 从而 UM→M 是 M 上单位切丛.定义函数

f∶UM→R 为 f ( u) = ‖Q ( u, u)‖
2 ,P u∈UM . 设 u= 2

i
u
i
ei,由式( 1)得

f ( u) = ( 2
ij
h
A
iju

i
u
j
)

2
. ( 7)

因为M 是紧致的,故 UM 是紧致的. f 必在 UM 的某个向量处达到它的极大值, 设这个向量是

v = 2
i
v
i
ei ∈ UM x 0　x 0∈ M . ( 8)

依照文〔2〕的推导,可以得到

引理2　设N 是 n+ 1维单连通局部对称黎曼流形,M 是其紧致极小超曲面,则 M 上存在

局部正交、规范标架( ei) ,使在 x 0点有

f ( v) = ( h
A
11)

2
= max

x∈UM
{‖Q ( u, u)‖

2
} , ( 9)

( hA
11i) 2 + h

A
11h

A
11ii ≤ 0, ( 10)

h
A
11h

A
ij = 0　i≠ j . ( 11)

2　定理的证明

定理 1的证明.若无其它说明,以下计算均在式( 8)中的点 x 0进行.在引理 2的式( 10)两

边对 i 求和得

2
i
( h

A
11i )

2
+ h

A
11$hA11≤ 0. ( 12)

利用引理 1有

$hA
11 = - 2

k
( K AkAkh

A
11 + K A11Ah

A
k1 + K A1Akh

A
1k + K A11Ah

A
kk )
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+ 2
km
( K mk1kh

A
m1 + K m11kh

A
mk) + 2

km
h
A
mkR m11k + 2

km
h
A
m1Rmk1k . ( 13)

注意到引理 2中的式( 9) , ( 11)及 M 的极小性和 Gauss方程,可得到

h
A
11$hA

11 = - 2
k
( K AkAkh

A
11) 2 + K A11Ah

A
k1h

A
11 + K A1Akh

A
1kh

A
11 + K A11Ah

A
kkh

A
11 )

+ 2
km
( K mk1kh

A
m1h

A
11 + K m11kh

A
mkh

A
11) + 2

km
h
A
mkh

A
11R m11k + 2

km
h
A
m1h

A
11R mk1k

= - 2
k
[ K AkAk( hA

11 ) 2 - K A1A1h
A
11h

A
kk ] + 2

k
[ K 1k1k( hA

11) 2 + K k11kh
A
kkh

A
11 ]

+ 2
k
h
A
kkh

A
11Rk11k + 2

k
( h

A
11 )

2
R 1k1k

= - 2
k
K AkAk( hA

11) 2 + 2
k≠1

( R1k1k + K 1k1k ) [ ( hA
11) 2 - h

A
11h

A
kk]

= - 2
k
K AkAk( h

A
11)

2
+ 2

k≠1
[ 2R1k1k + ( h

A
1k)

2
- h

A
11h

A
kk] [ ( h

A
1k)

2
- h

A
11h

A
kk]

= - 2
k
K AkAkf ( v) + 2 2

k≠1
R1k1kf ( v) + f ( v) 2

k
( hA

kk ) 2 - 2hA
11 2
k≠1

R1k1kh
A
kk.

当 M 具有非负截面曲率时,由上式及不等式 h
A
11 2

k≠1
R 1k1kh

A
kk≥ûhA

11û 2
k≠1

R 1k1kûhAkkû, ( hA
kk ) 2= ‖Q ( ek,

ek )‖≤( h
A
11)

2
= f ( v) ,可以得到

h
A
11$hA

11≥- 2
k
K AkAkf ( v) + f ( v) 2

k
( hAkk) 2 = f ( v) ( 2

k
( hAkk) 2 ) - 2

k
K AkAk)

≥f ( v) ( 2
k
( h

A
kk)

2
) - nX

~) = f ( v) ( S x
0
- nX

~) , ( 14)

其中S x
0
表示第二基本形式长度平方在 x 0点的值.于是由式( 12) , ( 14)可以得到

f ( v) ( Sx
0
- nX

~) ≤ 0. ( 15)

由式( 15)可以看出,当 S> nX
~ 时,只可能 f ( v) = 0. 从式( 9)可知, S x

0
= 0与 S> nX

~ 矛盾.所以,

恒满足 S > nX
~ 的具有非负截面曲率的紧致极小超曲面不存在.证毕.
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Abstract　I n locally sym metric Rieman manifo ld, the compact minimal hyper sur face w ith nonnegativ e sec-

tiona l curv ature w as discussed by adopting activ e fr ame method. T he theor em of nonex istence of this hyper-

sur face was obt ained.
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