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机械手奇异分析和判断
�

林　瑞　麟

(华侨大学机械工程系, 泉州 362011)

摘要　采用离散方法将机械手系统分离成几个子系 . 通过对子系奇异的研究,分析整体系统的奇

异问题, 免去了求机械手系统雅可比矩阵的麻烦,因而简化了计算 . 它特别适合于球形手腕机械

手的奇异判断 .
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设机械手为刚性杆经关节连接的机械系统,其运动链是连续的,每一连杆提供的几何约束

限制两个相连杆的相对运动自由度 . 将基础连杆的始端固连于系统的支柱上,末端夹持器自

由运动以完成操作工作,并由关节坐标来描述关节的平移或转动的运动特征,使机械手末端操

作器在空间三维坐标中得到所希望的任意位置和姿态 . 一个连续的操作其最低限度必须有六

个关节,其中最少有三个转动关节 . 操作器的奇异位置, 使机械手短暂地失去一个或多个自由

度 . 一旦操作器失去自由度,沿着移动或围绕转动方向的运动便不能进行或不能行使力(力

矩)的作用 . 出现奇异位置是在机械手的工作空间内部存在固有的控制上的问题 . 当接近奇

异位置时,要使末端操作器作很小的位移, 关节必须产生相当大的运动速度 . 在极限范围碰到

奇异位置, 关节所需运动速度就变成无限大了 . 如某一机械手由运动方程求得 ��4= co s�5×

( w x ) d/ sin�5- sin�6×( w y) d sin�5 , 当 sin�5→0时,有限的( w x ) d 和( w y) d 要求 ��4 趋于无限大; �5

= 0°或 180°时,手腕处于奇异位形 . 过渡的输出隐含着关节的运作空间位置趋向于奇异位形,

一个或更多的执行机构达到饱和极限, 末端执行器便偏离了规定的轨道 . 关于空间连杆奇异

性问题, Sug im oto( 1982) , Waldro n( 1985) , L itv in( 1986)等学者已进行过研究 . 早期努力的

焦点取决于 Jacobian m atr ix , 末端夹持器的位形依赖于关节坐标 求根的函数关系,近期更多

的努力则用几何逼近于六杆操作器的奇异分析 . 另一种近似方法,是运用坐标变换直接导出

系统奇异的矩阵公式,其奇异的判断为 Jaco bian m atrix 秩欠缺的位置
〔1～3〕

. 本文的特点是分

别研究手臂和手腕子系统的奇异,再通过子系统的奇异位形来确定机械手系统的奇异 . 这是

判断机械手奇异效率较高的方法 .

1　手臂奇异

设定机械手杆之间的连接通过关节,连杆顺序号从基端 O到末端杆, 如关节 i连接杆( i-
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1)和杆 i . 机械手几何运动的描述指定用笛卡尔坐标系( Oi, x i , y i, z i) ( i= 0, 1, 2, ⋯, n) ,规定

每个连杆沿着Z 轴移动或绕着它转动 . 基坐标系( O0 , x 0 , y 0, z 0)固连于支柱基础中,最后坐标

系 On 固连于夹持器特定位置上. 杆系 i相对于系( i- 1)的位置和姿态由参数 � i , r i, d i, �i 表
征, r i 和 �i 是杆 i 和( i- 1)之间的距离和角度( x 轴之间角位移) , d i 为杆 i的长度, � i 为 i系与

( i- 1)系中 Z 轴的扭转角 . 取关节坐标值 qi 对于转动关节,它表示绕 Z i- 1轴的角位移( � i ) ;对

于移动关节, 它表示沿 Z i- 1轴的移动长度( r i) . 由 q= [ q1 ,⋯, qn]
T
确定关节机构的空间位形 .

取一个由手臂装置和手腕装置组成的机械手机构 RCCRRR如图 1 所示,其运动参数综合于

附表( i为连杆) . 其中第二、三关节为移动关节,其它关节为转动关节, 机械手的空间构形取决

于 q= [ � 1 , r 2, r 3, � 4, � 5 , � 6 ]
T
. 第六关节机械手由前三个关节组成手臂,其余的三个转动关节

组成手腕;手臂决定了末端装置在运动空间特殊点的位置,手腕主要决定末端装置的姿态 .

图 1　RCCRRR 机械手

当位置发生奇异时,对应地失掉一个

或更多的位置自由度 . 此时末端夹持器

并不沿着某个方向移动 . 同样,当姿态发

生奇异时对应地失掉最少一个姿态自由

附表　机械手运动参数

i � i r i d i 　�i/ (°)

1 　q1 0 0 　 0

2 　0 q2 0 - 90

3 - 90° q3 L 1 　 0

4 　q4 L 3 L 2 - 90

5 　q5 0 0 　90

6 　q6 0 0 　 0

度,此时末端夹持器并不绕某个轴转动 .

姿态(或位置)自由度的消失并不对应于手臂(或手腕)的奇异点,可以设定当手臂关节运动时,

手腕关节保持不动,反之亦然 .

当手臂和手腕关节相耦合, 由于它们之间彼此的作用和影响, 机械手形成了它们整体的新

奇异点,或许使手臂和手腕潜在的奇异在整体结构中相互消去 . 当手臂的位置能力消失而能

从相邻手腕得到补偿时,手臂和手腕的奇异便可消去 . 一般情况, 机械手整体的奇异是与手臂

或手腕的奇异点相一致的 .

现单独研究手臂子系统及其计算 . 由于手臂关节引起终端杆的线速度, 使坐标系 O3 附在

手臂杆的末端 . 手臂的特征由关节参量 qa= ( qa1, qa2 , qa3)表示, 手臂末端杆的线速度用 S
�
a3表

示,且由手臂关节速度和手臂构形所决定的雅可比矩阵计算( J a( qa)∈R
3×3

) . 有

S
�
a3 = J a ( qa) q�a, ( 1)

式中 O i 系原点的位置矢量为

S
i- 1
i =

d ico s� i

d isin� i

　r i

.

Oi 的姿态由转动阵表示
〔4〕
为

175第 2 期　　　　　　　　　　　　　　林瑞麟: 机械手奇异分析和判断　　　　　　　　　　　　　　



A
i- 1
i =

cos� i - cos�isin� i sin�i sin� i

sin� i cos�icos� i - sin�icos� i

0 sin�i cos�i
.

位置和姿态的计算为

S i = S1 + A 1S
1
2 + ⋯ + ⋯A i- 1S

i- 1
i ,　　A ij = �

j- 1

�- i
A
�, �+ 1 .

式( 1)中在 det [ J a] = 0的位置手臂处于奇异, 此时手臂末端杆不能沿着一定的方向移动,手臂

构形可能是任意两移动关节轴变成平行,或任意两转动关节轴变成共线 . 对于前述 RCCRRR

机械手的例子,确定前面三杆组成手臂,其空间构形为 qa= ( o1, r2 , r3 ) . 手臂的雅可比矩阵为

J a( qa) =

　0 1 0

- q3 0 0

　0 0 0

,

手臂外形结构对应于奇异位置的点为 det [ J a( qa) ] = q3= 0.

2　手腕奇异

除手臂关节之外其余的关节组成手腕子系统, 由关节坐标 qb= ( qb1 , qb2 , qb3 )描述手腕的特

征 . 每个关节运动轴线分别用Zb0 , Zb1, Zb2表示,手腕决定了终端夹持器的姿态,它需要有三个

自由度,因此腕关节必需为转动关节 . 现研究仅仅由于手腕关节的运动而引起末端杆的角速

度,因在坐标运动期间手腕末端杆的角速度是关联到手腕关节的速度,以及由手腕构形而决定

的雅可比阵( J b∈R
3×3 ) ,有

w b3 = J b( qb ) q�b . ( 3)

由于手腕关节轴与杆坐标系的 Z轴一致,每一矩阵的列 J b∈R
3×1 ( i= 1, 2, 3)为

J b = Zbi- 1. ( 4)

当 det [ J b ] = 0,手腕对应的姿态发生奇异, 此时手腕子系中任意两转动关节轴变成平行 . 当手

腕的奇异发生而又不能从手臂得到能级补偿时,至少失去一个末端夹持器的姿态自由度 .

研究上述 RCCRRR的例子,确定由后面三个关节连杆组成手腕,由其形成末端夹持器的

姿态 . 空间构形由 qb ( � 4 , � 5, � 6)描述, 手腕的雅可比矩阵根据方程( 4)在系O 3 中表示为

J b ( qb) =

0 - S 4 C4S5

0 C4 S4S5

1 0 C5

,

式中 C4 , S 4, S5 分别为 cos� 4, s in� 4 , s in� 5 . 手腕在奇异点位置, det [ J b ( qb ) ] = - S 5= 0,则 � 5

等于 0°(或 180°) ,第一个和最后一个腕关节轴变成平行 .

3　机械手的奇异

手腕与手臂的连接构成一个较高耦合系统的操作器,手臂运动的位置可以更改末端操纵

装置的姿态 . 同样,手腕的运动姿态可以影响末端操作装置的位置, 扩展子系统的雅可比矩

阵,得到机械手末端夹持器的运动分量为
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V n

w n

= J ( q) q�=
J 1 J 2

J 3 J 4

q
�
a

q
�
b

, ( 5)

式中 q
�
a 为手臂关节速度, q�b 为手腕关节速度 .

J ( q)中第一列( 6×3)单元 J 1, J 3 受到手臂关节运动的影响,同样 J ( q )的第二列( 6×3)

J 2 , J 4 受到手腕关节运动的影响 . 实际上当腕速 q�b 为零时,手臂端速度 q�a3并不等于机械手末

端速度 V n ,即

q
�

a3 ≠ V n�q�b = 0,

而当手臂速度 q
�
a 等于零时,手腕的转速 w b3却等于机械手末端的角速度

w b3 = w n�q�a = 0.

为了便于分离计算, 将末端夹持器参考系 O6 原点的线速度 V n 转换为手臂 O 3 系原点的速度

V a3 , V a3= S
�

a3.与此同时, 雅可比矩阵 J ( q)也应作相应变换,即用 J
* ( q)表示为

J
* ( q) =

J a1 J b2

J a3 J b4

. ( 6)

式( 5)变为

V a3

w n

=
J a1 J b2

J a3 J b4

q
�
a

q
�
b

. ( 7)

在式( 6) , ( 7)中, J a1= J a( qa ) , J b4= J b ( qb ) , J a3矩阵中每一列

[ J a3] i ∈ R
3×1( i = 1, 2, 3) ,　　J a3 = �iZai- 1.

当关节 i为转动关节, �i= 1;是移动关节, �i= 0.

J b2 = Zbi- 1 × ( Sa3 - S bi- 1) ,

式中 Sa3为手臂 O3 系原点位置矢量, Sbi- 1为手腕参考系 O i- 1的位置矢量, Zbi- 1为腕关节轴矢

量,矩阵列[ J b2] i∈R
3×1

( i= 1, 2, 3) .当手腕系统为球形机构时,腕关节轴矢量 Zbi- 1相交于共同

点,且( S a3- S bi- 1 )平行于 Zbi- 1. 此时 J b2= 0,则

det [ J * ] = det [ J a ] �det [ J b] . ( 8)

要判断机械手的奇异位置, 可以使

det [ J * ] = 0 ( 9)

来确定 . 当出现奇异的情形,任意两移动关节轴变成平行,或任意两转动关节轴变成共线 . 可

以看出,用分离的方法将机械手分离成手臂和手腕两个子系统,分别列出它们的雅可比矩阵,

便可判断整体系统的奇异点 . 由于分离子系仅三个关节机构, 因而雅可比矩阵的排列及奇异

的计算比其它方法要简单许多 . 它可以证明一个平移关节作用的结果——在手腕的雅可比矩

阵中有一零的列存在于展开式中 . 当机械手有两个平行的转动关节, 在手腕的雅可比阵中就

有两个对应的列平行 . 以上的两种情况,均可对矩阵进一步进行简化 .

例如机械手 RCCRRR为球形手腕时的雅可比阵为

3
J ( q) =

0 1 0 - S 4L 2 0 0

- q3 - L 3 0 0 C4L 2 0 0

S4L 2 0 1 0 0 0

1 0 0 0 - S 4 C4S5

0 0 0 0 C4 S4S 5

0 0 0 1 0 C5

.

177第 2 期　　　　　　　　　　　　　　林瑞麟: 机械手奇异分析和判断　　　　　　　　　　　　　　



可得

det [
3
J ] = - ( q3 + L 3) S 5. ( 10)

机械手发生奇异的位置为 det [ J ] = - q3S 5= 0. 这与前面所得到的 det [ J a ( qa) ] = q3= 0及 det

[ J b ( qb ) ] = - S 5= 0,代入式( 8) , ( 9)后所得结果是一致的 . 于此,可以不必求出机械手整体的

雅可比矩阵, 而通过子系统便可获得机械手的奇异位置 .

4　子系与整体系统奇异的制约关系

机械手整体系统与手臂和手腕子系统奇异点的关系,可以分为下面几种情况 . 一般情况,

机械手可能产生的位置和姿态的奇异是手臂和手腕形成奇异的组合, 这就是由初始的手臂和

手腕子系的奇异扩展到机械手整体系统相等程度的奇异,其奇异位置由式( 9)判断 .

第二种情况是手臂和手腕子系的初始奇异, 在机械手整体系统这一层它们的组合成对地

相消 . 此时机械手的 Jacobian 有逆矩阵 J
- 1存在,用手臂和手腕的 Jacobians表示机械手整体

的 Jacobian,即

J ( q) =
J a1 J b2

J a3 J b4

.

定义去耦 Jacobian用 J d 表示为

J d =
J a1 0

J a3 J b4

. ( 11)

在子系手臂或手腕处于奇异位形、而机械手整体系统却是非奇异位形的情况下,表达式应为

det [ E + J
- 1 ( J d - J ) ] = 0, ( 12)

式中 E 为单位矩阵, E∈R
6×6

. 设机械手腕部为非球形腕,附表中 r 6 设定为L 4 ,据式( 6) , ( 11) ,

( 12)可求得

det [ E + 3
J

- 1( 3
J d - J ) ] =

q3S 5

( q3 + L 3) S 5 - L 2C
2
4C5

= 0.

　　第三种机械手整体系统与子系统的奇异关系,存在相反的情况,即手臂和手腕在运行的初

况可以举个实例说明 . 设手臂子系第三杆末端的运动用三次参数曲线 x= f 1 ( t)表示,手腕子

系也可将手腕末端的姿态旋量映射到对偶空间,得到对应点 bi ( i= 1, 2,⋯, n) ,它的运动轨迹

也可用三次参数曲线 y= f 2 ( t)表示 . 又设

x = f 1( t ) = 1. 78t -
1
2 3. 7t

2
+

1
6 0. 4t

3
,

y = f 2 ( t) = 0. 35 + 0. 27t +
1
2

5t 2 -
1
6

23t3 .

取 a1= 1, 78, a2= 3. 7, a3= 0. 4, b1= 0. 27, b2= 5, b3= - 23,则函数 f 1( t ) , f 2( t )的型数值为

t 0 0. 16 0. 33 0. 50 0. 66 0. 76 0. 83 0. 86 1

x 0 0. 238 0. 388 0. 436 0. 390 0. 315 0. 242 0. 208 0

y 0. 35 0. 442 0. 574 0. 631 0. 516 0. 318 0. 106 0

上面两条曲线 x = f 1 ( t)及 y= f 2 ( t)均为园滑曲线(图 2) ,没有发生奇异位形,但它们组合后的

曲线出现尖点 . 将( a1, a2, a3 )和( b1 , b2, b3 )值代入仿射变换式
〔5〕

, I= ( q/ p )
2
- 2r/ p , p = a2b3-
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a3b3 , q= a3b1- a1b3 , r= a1b2- a2b1, 得相对仿射不变量 I= 0,可以确定 t= 0. 5时出现奇点 .

图 2　三次参数曲线

当手臂和手腕都处于非奇异位形, 此时逆矩阵 J
- 1
d 存

在,机械手整体发生奇异位形的表达式为

det [ E + J
- 1
d ( J - J d) ] = 0. ( 13)

式( 12) , ( 13)表示子系统奇异与机械手整体系统奇异不相

一致时的等效位形条件 .

5　结论

本文将机械手分离成几个子系统,分别研究它们的奇

异,再综合为机械手整体系统的奇异, 避免了求整体系统

的雅可比矩阵 . 当机械手的杆件较多时,求其雅可比矩阵

就比较复杂, 要耗费许多冗长的计算.现在采用分离的方法,就使问题大大地简化,而且便于程

式化计算 .
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Analysis and Judgement of the Singularities of Manipulators

L in Ruilin

( Dept . of M ech. & Electr Eng . , Huaqiao Univ. , 362011, Quanzh ou)

Abstract　A manipulator sy stem is separa ted into sev eral subsystems. T he sing ular ity o f ent ire system is an-

aly zed by studying the singularities of its subsytems. T hus the tro uble of so lv ing Jacobian ma trix can be ex -

empt ed and the computation simplified. T he metho d is suited in part icular fo r judg ing the singularity of

spher ical wr ist manipula tor .
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