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对流方程的分组显式方法
X

郑兴华　曾文平

(华侨大学管理信息科学系, 泉州 362011)

摘要　用显式及隐式迎风格式给出了求解对流方程
5u
5t -

5u
5x = 0 的分组显式方法, 证明其相容性及

(弱)稳定性, 数值例子表明该方法是有效的 .
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用时间相关法求解定态 Euler 方程一般都用隐式方法, 通常的隐式方法都不适用于并行

计算 . Evans 等
〔1〕
把求解抛物型方程的分组显式( GE )方法推广到求解一阶双曲型方程

5u
5t +

5u
5x

= 0. 由于 GE 方法具有良好的稳定性又是显式求解,所以适用于并行计算 . 但是, Ev ans 的

GE方法中还存在着不足和错误,陈景良、陆金甫
〔2～3〕
等发现了 Evans 的 GE 方法中的错误, 并

给出了改进方法 . 但文〔1～3〕都只考虑对流方程
5u
5t +

5u
5x = 0的初边值问题 .

本文考虑另一类对流方程的初边值问题

5u
5t -

5u
5x = 0　a < x < b, 0 < t ≤T ,

u( x , 0) = f ( x )　a < x < b,

u( b, t) = g( t)　0 < t≤ T .

( 1)

　　我们对问题( 1)构造了 GE方法, 它不同于通常的 GE 方法的不相容的特点,而是相容的 .

首先构造了 GE方法并作相容性分析;然后讨论了稳定性;最后给出了数值例子 . 实际计算表

明,我们所提的 GE 方法是有效的 .

1　分组显式(GE)方法

设 S和 h分别为时间步长和空间步长,网格点( x j , t n) x j = j h, j= 0, 1,⋯, J , h=
b- a
J

; tn=

nS, n= 0, 1,⋯, N = [ T / S] .考虑任何两点组成一组( x j + 1 , tn ) , ( x j , t n) ,在( x j + 1, tn+ 1 ) , ( x j , tn+ 1 )

处分别采用显式迎风格式和隐式迎风格式,可得其矩阵形式为
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其中 K= S/ h. 由于二阶矩阵易于求逆, 故由式( 2)可得式( 3) , ( 4)一组显式格式为
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在( x j , tn )处进行 Taylor 级数展开得到式( 3) , ( 4)的局部截断误差分别为
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由 T ( 3) , T ( 4)可知对任意网格比, 格式( 3) , ( 4)与微分方程( 1)是相容的 .

采用前面所述的网格剖分法, J 可分为偶数与奇数两种情况 . 为节省篇幅起见,这里仅讨

论 J 为偶数的情况 . J 为奇数的情况类似可得,从略 . 设 J 为偶数, 则内点数为奇数,注意到

u
n
J ( 0< n≤N )已由( 1)中边值条件给定,而 u

n
0 ( 0< n≤N )是不能由边值条件给定的 . 因此, 实

际上可以把( x 0 , tn+ 1 )看作一“虚拟”内点, 所有处理与其余内点一样,这样共有偶数个内点 0,

1, 2,⋯, j- 1.

( 1) GEL 方法(靠近左边界的内点不成组的分组显式方法) , 其形式为

u
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, 　　j = J - 1, J - 3, ⋯, 3, 1. ( 7)

　　( 2) GER方法(靠近右边界的内点不成组的分组显式方法) ,其形式为
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, 　　j = J - 2, J - 4, ⋯, 2. ( 8)

　　( 3) ( S) AGE(单交替分组显式)方法,即按时间层交替使用 GEL 方法及 GER方法 .

( 4) ( D) AGE(双交替分组显式)方法,即按时间层交替使用 GEL→GER→GER→GEL 方

法 .

2　GE格式的稳定性分析

( 1) GEL 格式的稳定性 . 为此,把 GEL 格式( 7)写成矩阵形式有

( I + KG1 ) un+ 1 = ( I - KG2) un + b
n
1, ( 9)
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其传播矩阵为
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它为下三角阵,特征值为

u1 = 1 - K(
J
2
重) 及 u2 =

1
1 + K(

J
2
重) .

易知, 如果K= S
h
≤ 2, 则传播矩阵的谱半径Q( # GEL)≤ 1,所以当 K= S

h
≤ 2时GEL 格式(弱)

稳定.于是有

定理 1　GEL( GER)格式(弱)稳定性条件为 K= S
h
≤2.

( 2) ( S) AGE方法的稳定性 . ( S) AGE 格式的矩阵形式为

( I + KG1) un+ 1 = ( I - KG2 ) un + b
n
1

( I + KG2) un+ 2 = ( I - KG1 ) un+ 1 + b
n
2

　　( n = 0, 2,⋯) ,

传播矩阵为

# ( S) AG E = ( I + KG2 ) - 1( I - KG1) ( I + KG1) - 1( I - KG 2) .

易得对任何网格比 K> 0传播矩阵的谱半径 Q( # ( S) AG E) =
1- K
1+ K ≤1,即( S) AGE 格式无条件

(弱)稳定 . 我们有如下定理

定理 2　( S) AGE( ( D) AGE)格式是无条件(弱)稳定的 .

3　数值例子

例如,考虑对流方程混合问题

5u
5t -

5u
5x = 0　　　0 < x < 1, 0 < t ≤T ,

u( x , 0) = cos( x )　　　0≤ x ≤ 1,

u( 1, t ) = cos( 1 + t)　　　t > 1.

它的解析解(附表)为

u( x , t) = cos( x + t ) .
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附表　GE 格式数值解( S= 0. 015, h= 0. 01, K= 1. 5, t= 0. 6)

x j 解析解 G EL 格式 G ER 格式 ( S) A GE 格式 ( D) AG E 格式

0. 0 0. 825 333 56 0. 822 871 59 0. 822 933 31 0. 828 416 23 0. 824 608 46

0. 1 0. 764 842 19 0. 762 557 26 0. 762 614 46 0. 767 705 41 0. 764 165 77

0. 2 0. 696 706 71 0. 694 623 71 0. 694 675 81 0. 699 324 15 0. 696 087 78

0. 3 0. 621 609 97 0. 619 775 24 0. 619 746 95 0. 623 955 12 0. 621 054 71

0. 4 0. 540 302 31 0. 538 623 43 0. 539 427 12 0. 542 351 74 0. 539 816 27

0. 5 0. 453 596 12 0. 452 537 00 0. 451 596 53 0. 455 329 76 0. 453 513 84

0. 6 0. 362 357 75 0. 361 599 22 0. 361 785 54 0. 363 757 85 0. 361 995 18

0. 7 0. 267 498 83 0. 267 077 56 0. 267 071 56 0. 264 233 10 0. 267 361 35

0. 8 0. 169 967 14 0. 169 783 35 0. 169 783 37 0. 170 345 03 0. 169 913 05

0. 9 0. 070 737 02 0. 070 694 79 0. 070 694 79 0. 070 785 59 0. 070 714 33

S E¹ - 0. 004 201 76 0. 004 227 06 0. 003 332 59 0. 001 243 28

　　¹ S E = {∑
J

j= 1

[ u( x j , tN ) - uN
j ] 2} 1/ 2为离散的平方误差
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Grouping Explicit Method for Solving Convection Equation

Zheng Xinghua　Zeng Wenping
( Dept . of M anag. Info. Sci. , Huaqiao Univ. , 362011, Quanzh ou )

Abstract 　Based on ex plicit and implicit upw ind schemes, a class o f g ro uping ex plicit methods ar e given fo r

solving convection equat ion 5u/ 5t- 5u/ 5x= 0. T he co nsistency and the stabilit y o f these metho ds ar e pro ved.

T heir effectiv eness ar e clear ly stated by num erical ex amples.

Keywords 　co nv ectio n equa tio n, gr ouping ex plicit metho d, co nsistency , stabilit y
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