
　第 19 卷　第 1 期 华 侨 大 学 学 报 ( 自 然 科 学 版 ) Vo l. 19　No. 1　

　1998年 1 月 Journal of Huaqiao U niver sity ( Natural Science) Jan. 1998　

振荡电偶极子在磁各向异性媒质中的辐射场
X

苏武浔　 魏腾雄　陈 年

(华侨大学电子工程系, 泉州 362011)

摘要　利用磁各向异性推迟势公式, 运用在各向异性直角坐标系中的计算方法, 求得在磁媒质为

各向异性而电媒质为各向同性的介质中振荡电偶极子系统的辐射电磁场 .
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近年对网络现代场论〔1～3〕和非线性电子元件特性的研究〔4, 5〕,分支出对各向异性介质中电

磁场的研究 . 首先在推导各向异性磁介质的电感新公式时〔6〕, 首次给出了各向异性磁矢势的

积分公式 . 继之导出磁各向异性的 Biot-Savart 定律
〔7〕,开始了求在线性各向异性介质中若干

种电流分布的磁场、磁矢势的多极展开等工作 . 然后,又推广到静电的各向异性介质中电势的

解、电势的多极矩展开〔8～10〕等工作 . 再后, 又把上述稳恒条件下各向异性电场和磁场的研究推

进到研究不稳定情况下同时存在磁场和电场,而媒质又具有各向异性的较普遍情形中,给出了

各向异性磁媒质中 d' Alembert 方程及其解的的推迟势公式
〔1〕
. 本文再把各向异性推迟势公

式应用到振荡电偶极子的辐射问题上, 偶极辐射是研究天线辐射和发光机制的基础理论 . 过

去在各向同性介质中解决了此问题,而对于各向异性介质, 未见有文献报道 . 显然, 地球的南

北极,造成地球周围附近空间是一个接近于磁为各向异性而电为各向同性的媒质模型. 因此,

本文研究对于考虑到地球南北极对正常辐射的影响是有重要实际意义的 .

1　辐射场矢势在各向异性直角坐标系中的形式

文献〔1〕给出在磁为各向异性而电为各向同性的媒质中的矢势的推迟势为

Ay( y , t ) =
L0

4PEr∫
j y ( yq, t - R / c)

R
dv yq, ( 1)

式中 y i= ErLr iix i　( i= 1, 2, 3) , ûRû= ûy- yqû= Er (Lr 11x
2
1+ Lr 22x 2

2+ Lr33x
2
3) 1/ 2 .据上式,如称

x 1 , x 2, x 3为各向同性直角坐标系,则 y 1 , y 2, y3就是各向异性直角坐标系, 如图 1所示 . 文中以

下标 y 表示在 y 1, y 2, y3各向异性直角坐标系中的量 .

设在 y 1 , y 2, y 3坐标系中,激发辐射场为具有一定频率 X的电流

j y ( yq, t) = j y ( yq, t - R
c
) = j y0 ( yq) e- iX( t- R /C) = j y 0( yq) e- ik0Re- iXt, ( 2)
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式中 k 0= X/ c.把式( 2) 代入式( 1) ,得辐射场矢势 Ay( y , t ) = Ay0 ( y) e
- iXt

, 式中辐射场矢势的振

图 1　各向同性与各向异性直角坐标系

辐为

Ay0 ( y ) =
L0

4PEr∫
j y0 ( yq) eik0R

R
dv yq. ( 3)

如在 x 1, x 2, x 3坐标系中, 激发辐射场的振

荡电流满足电荷分布小区域的条件 ln r,

变换到 y 1, y 2 , y 3坐标系中,亦有 lyn R . l 和

ly各是同—电荷系统在 x 1 , x 2 , x 3 和 y 1 , y 2,

y 3坐标系中分布的最大线度 . 在此条件下

有

R = ûyû- yqõny = y ( 1 - yqõny / y ) , ( 4)

ny 为沿 y 方向的单位矢量 . 把 k0= 2P/K和式( 4)代入式( 3)得

Ay0 ( y) =
L0eiky

4PEry∫
j y0( yq) e- 2Piyqõny /K
( 1 - yqõny / y ) dv yq. ( 5)

当 lyn K时, 有 yq·ny /K≈l y/ Kn 1故可按级数展开

e- 2Pi(
yqõny

K ) = 1 - 2Pi( yqõn
y

K ) + ⋯⋯ ( 6)

又当 ym K时, 有 yq·ny /Km yq·ny / y 可见有

1 -
yqõny

y
≈ 1. ( 7)

把式( 6) , ( 7)代入式( 5) ,得电流分布小区域和远区的辐射场的矢势振辐

Ay 0( y ) =
L0eik0y

4PEry∫j y0( yq) ( 1 - 2Pi yqõny

K + ⋯) dv yq. ( 8)

2　振荡电偶极子在各向异性直角坐标系中的辐射

用 py表示振荡电偶极矩,其变化率p
·

y的振幅易证明为

p
õ
y0 =∫j y 0( yq) dv yq. ( 9)

以变换代入上式, 可得该振辐在两坐标系中的变换关系

p
õ
y0 = E3rLr 11Lr 22Lr 33∫j 0( xq) dxq1dx q2dxq3 = E3rLr 11Lr 22Lr 33p

õ
0 . ( 10)

由式( 9)见到,式( 8)展开式右边第一项全体即为偶极辐射矢势振辐,用 A
( 1)
y0 ( y )记之,则

A
( 1)
y0 ( y) =

L0e
ik
0
y

4PEry p
õ
y 0　. ( 11)

　　引入在 y 1, y 2, y3坐标系中的算符ý y= e15/ 5y1+ e25/ 5y 2+ e35/ 5y3 , 而在求算符ý y 对 A
( 1)
y0

( y )作用时,因为式( 11)只是式( 8)的偶极近似,所以算符ý y不需作用到分母的 y 上,而仅需作

用到相因子 e
ik
0
y
上,作用结果相当于代换

ý y → ik0ny; 　　
5
5t → ( - iX) .
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用 By ( y)表示ý y×Ay0( y)如图 2所示,并以 k 0= X/ c和 L0E0= 1/ c
2
代入得

By ( y ) = ý y × Ay0 ( y ) =
L0e

ik
0
y

4PEry ik0ny × p
õ
y 0 =

eik0y

4PE0Erc3y [ ( - iX) p
õ
y0× ny] .

图 2　球坐标中的 By

两边同乘 e
- iwt得

By( y , t ) = By ( y ) e- iXt =
eik0y

4PE0Erc3y [ ( - iX) p
õ
y0e- iXt × ny]

=
e
ik
0
y

4PEc3y ( p
õõ

y × ny ) . ( 13)

令 py 位于 y 3轴上,上式表示成球坐标形式

By ( y , t) = e
ik
0
y
/ 4PE0Erc3yû p

õõ
yûsinHyeUy ( 14)

应当指出:由于ý ·B≠ý y·By ,所以上式的 By 并不代表

辐射磁场,仅是一个符号而已 .

3　振荡电偶极矩在各向异性坐标系中的辐射磁场

引入矢量 Aq,它定义为

Aq=
A

( 1)
y01

ErLr 11

e1 +
A

( 1)
y02

ErLr 22

e2 +
A

( 1)
y03

ErLr33

e3 = LqLqõA( 1)
y0 . ( 15)

式中并矢

LqLq= 1

ErLr11

e1e1 +
1

ErLr 22
e2e2 +

1

ErLr33

e3e3. ( 16)

利用坐标变换,得算符ý y 与ý 的变换关系为

ý × A
( 1)
0 = LLõ ý y × Aq. ( 17)

式中并矢

LL= Er Lr 33Lr 22e1e1 + Er Lr11Lr33e2e2 + Er Lr 11Lr22e3e3 . ( 18)

于是,把式( 15)代入式( 17)中,得辐射磁场的振幅

B0 = ý × A
( 1)
0 = LLõ ý y × (LqõA( 1)

y0 ) . ( 19)

由式( 11)及 Py位于 y 3轴上,有

A
( 1)
y01 = A

( 1)
y02 = 0,　　A

( 1)
y 0 = A

( 1)
y 03. ( 20)

式( 20)代入式 ( 19) 中 B0= LL·ý y×(LqLq·A
( 1)
y03e3= LL·ý y×(

1

ErLr 33

A
( 1)
y03e3 ) =

1

ErLr33

LL·

ý y×A
( 1)
y0 ,把式( 16)代入 B0= e

ik
0
yLL·[ ( - iX) P

·
y 0×ny ] / 4PE ErLr 33c

3
y , 式中两边乘以 e

- iXt因

子,便得辐射磁场为

B = B0e- iXt = e
ik
0
y

4PE ErLr33c
3
y

LLõ ( P
¨

y × ny ) , ( 21)

式中p
¨

y= p
¨

y0e
- iXt

. 在式( 21)中, 有p
¨

y×ny= ûp
¨

y ûsinHyeUy = ûp
¨

y ûsinHy ( cosUye2- sinUye1 )再以式
( 18)代入,便得振荡电偶极矩在 y 1, y 2 , y 3各向异性坐标系中所辐射的磁场
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B =
e
ik
0
yû p

¨
yûsinHy

4P ErLr 33E0c3y
( Lr 11Lr 33cosUye2 - Lr33Lr22sinUye1) . ( 22)

4　振荡电偶极矩在磁各向异性介质中的辐射磁场

本节要把式( 22) 从 y 1, y 2 , y 3坐标系变换回 x 1 , x 2 , x 3坐标系 . 为此,有

y = Er ( Lr 11x 2
1 + Lr 22x 2

2 + Lr33x
2
3)

1/ 2
. ( 23)

球坐标其他两个角参量,从 y 1, y2 , y 3坐标系到 x 1, x 2 , x 3直角坐标系的变换关系显然有

cosHy = y 3 / y = Lr33x 3 / (Lr11x
2
1 + Lr 22x

2
2 + Lr 33x

2
3 )

1/ 2
, ( 24)

sinHy = ( y 2
1 + y

2
2 ) 1/ 2/ y = (Lr 11x

2
1 + Lr 22x

2
2 ) 1/ 2/ (Lr11x

2
1 + Lr22x

2
2 + Lr33x

2
3) 1/ 2 , ( 25)

cosUy = y 1 / ( y
2
1 + y

2
2)

1/ 2
= Lr11x 1 / (Lr 11x

2
1 + Lr 22x

2
2 )

1/ 2
, ( 26)

sinUy = y 2/ ( y 2
1 + y

2
2 ) 1/ 2 = Lr22x 2 / (Lr11x

2
1 + Lr22x

2
2) 1/ 2. ( 27)

把式( 10) , ( 23)和以上诸式代入式( 22)中, 便得振荡电偶极矩在磁各向异性介质中的辐射磁场

B =
e
ik
0

E
r
( L

r 11
x 2
1
+ L

r22
x 2
2
+ L

r33
x2
3
) 1/ 2

4PEc3 (Lr11x
2
1 + Lr22x

2
2 + Lr33x

2
3)
ûP

õõ
û

× E3rLr11Lr22 (Lr 11 Lr 33x 1e2 - Lr 22 Lr 33x 2e1 ) . ( 28)

5　振荡电偶极矩在磁各向异性介质中的辐射电场

当磁媒质为各向异性而电媒质为各向同性时,辐射场方程为 B= ý ×A, ý ×H=
5D
5t , B=

L0LrLr·H , D= EE,若相对磁导率矩阵〔Lr〕是非奇异的,则 H有唯一解

H = 1
L0
L- 1
r L- 1

r õB ( 29)

式中相对磁导率的逆并矢 L- 1
r L- 1

r = 1/Lr11e1e1+ 1/Lr22e2e2+ 1/Lr33e3e3 . 把 5/ 5 t→( - iX)和式
( 23)等代入上式得辐射电场为 E= i/ XEL0ý ×(L- 1

r L- 1
r ·B) . 在上式中令 C= L- 1

r L- 1
r ·B= B 1/

Lr11e1+ B 2/Lr 22e2+ B 3/Lr 33e3 如引入矢量 F, 它定义为 F= C1 / ErLr 11e1+ C2/ ErLr22 e2 + C3/

ErLr 33e3得ý y 与ý 的变换关系为ý ×C= LL·ý y×F ,由诸上式见到, F与C间的关系为

F = LqLqõC, ( 30)

式中 LqLq= 1/ ErLr11e1e1+ 1/ ErLr 22e2e2+ 1/ ErLr22e3e3与式( 16) 相同, 把以上诸式代入 E的

表达式中,得

E =
i

XEL0
LLõ ý y × [LqLqõ (L- 1

r L- 1
r õB) ]

=
i

XEL0
LLõ ( ik 0ny ) × [LqLqõ( L- 1

r L- 1
r õB) ] , ( 31)
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式中ý y→ik0ny 表明在 y 1, y2 , y 3坐标系中计算 E比较简便, 故式中 B也相应采用在 y1 , y 2 , y 3

坐标系中的式( 22)的形式 . 以下分四步计算:

( 1) 利用式( 22)等,得

L- 1
r L- 1

r õB =
e
ik
0
yû p

õõ
yûsinHy

4PE0 ErLr 33c
3
y

( -
sinUy
Lr 11

Lr33Lr 22e1 + cosUy
Lr 22 Lr 11Lr 33e2 ) ;

　　( 2) 利用式 ( 16) 和上式得

LqLqõ (L- 1
r L- 1

r õB) =
eik0yûp

¨
yûsinHy

4PE0 ErLr 33c
3
y

( -
sinUy
Lr 11

Lr 33Lr22

ErLr11
e1 +

cosUy
Lr 22

Lr11Lr 33
ErLr22

e2) ;

　　( 3) 利用 ik 0ny= ik 0( cosHye3+ sin HycosUye1+ sinHysinUye2) ,对上式作用得

ik 0ny × LqLqõ (L- 1
r L- 1

r õB)〕=
ik0 eik0yû p

õõ
yûsin Hy

4PE0 ErLr33c
3
y

( -
Lr11Lr33

ErL3
r22

cos HycosUye1

-
Lr 22Lr 33

ErL3
r 11

co sHysinUye2 + Lr11Lr33

ErL3
r22

sinHycos 2Uye3 + Lr22Lr 33
ErL3

r 11
sin Hy sin2Uye3) ;

　　( 4) 利用式( 18)和上式,代入式( 31)得

E =
k 0eik0yûp

õõ
yûsinHy

4PXEE0L0 Lr33c
3
y

[
Lr 33 Lr 11

Lr 22 cosHycosUye1 +
Lr 33 Lr 22
Lr11

cosHysinUye2

- (
Lr11 Lr33

Lr22
cos

2Uy +
Lr 22 Lr 33

Lr 11 sin
2Uy ) sinHye3 ] . ( 32)

此即辐射电场在 y 1 , y 2, y 3坐标系中的形式 . 如以式( 23) , ( 10) , ( 24) , ( 25) , ( 26)和( 27)代入

上式,使之变换到通常的 x 1, x 2, x 3坐标系中的形式

E =
k0eik0 E

r
( L

r11
x
2
1
+ L

r22
x
2
2
+ L

r33
x
2
3
)
1/2

ûp
õõ

yûEr Lr 11Lr 22Lr33

4PXEE0L0c
3(Lr 11x

2
1 + Lr 22x 2

2 + Lr 33x 2
3 ) 3/ 2

[
Lr 11Lr 33

Lr22
x 1x 3e1

+
Lr22Lr 33
Lr11

x 2x 3e2 - (
L2

r11

Lr22
x

2
1 +

L2
r22

Lr11
x

2
2 ) e3 ] . ( 33)

上式即是振荡电偶极子在磁为各向异性,而电为各向同性媒质中所辐射的电场 .

6　当磁介质由各向异性过渡为各向同性时的结果

设 Lr 11= Lr 22= Lr33= Lr ,并以 k0 ErLr = k 分别代入式( 28)和( 33)中,得

B =
e
ikxû p

õõ
ûLr LrEr

4PE0c3x (
x 1

x
e2 -

x 2

x
e1) , ( 34)

E =
k 0

X
e
ikxûp

õõ
ûErLr

4PEE0L0c
3
x
[
x 1

x
x 3

x
e1 +

x 2

x
x 3

x
e2 - (

x
2
1

x
2 +

x
2
2

x
2 ) e3 ] . ( 35)

如 H和 U分别表示球坐标的极角和方位角,则有 cosU=
x 1

x sinH, sinU=
x 2

x sinH, cosH=
x 3

x
, eU=

co sUe2- sinUe1, eH= cosHco sUe1+ cosHsinUe2- sinHe3于是, 式( 34) 和 ( 35) 分别写成 B= e
ikxûp

¨

û
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Lr ErLrsinHeU/ 4PE0c3x 和 E= e
ikxûp

¨
ûErLrsin HeH/ 4PE0c 3

x 再以 c= ErLrv , E0L0=
1
c
2 , k 0=

X
c
代

入以上二式中, 分别得 B= e
ikxûp

¨

ûsin HeU/ 4PEv 3
x 和 E= e

ikxûp
¨

ûsin HeH/ 4PEv 2
x , 正是所预料的结

果 .

7　结论

本文从推迟势出发,得到了电偶极子正弦振荡时在磁各向异性电各向同性媒质中的辐射

磁场和电场 . 从结果分析, 磁各向异性对辐射场有相当的影响,表现相当复杂 . 本文结果对研

究近地球空间的各向异性影响有相当的实际意义 . 在不考虑磁各向异性时, 本结果自动回到

所熟知的各向同性情况的结果 .

参　　考　　文　　献

1　陈 年,王建成, 陈强顺 . 各向异性磁媒质中达朗伯方程及其推迟势 . 见蔡圣善主编 . 全国第四届电动力

学研讨会论文选集 . 北京:高等教育出版社, 1993. 144～149

2　陈 年,何煜光, 陈　洁 . 网络现代场论 . 北京:电子工业出版社, 1991. 177～232

3　陈 年 . 网络现代场论的建立和进展.科学通报, 1996, 41( 15) : 1346～1350

4　陈 年 . 一组从线性到非线性的电容特性普遍公式 . 科学通报, 1991, 36( 1) : 24～27

5　陈 年,王建成 . 从线性到非线性的四种基本电子元件特性普遍公式 . 科学通报, 1993, 38( 16) : 1527～

1531

6　陈 年,陈　洁 . 各向异性磁介质的电感新公式. 电子科学学报, 1991, 13( 2) : 157～168

7　王建成,陈 年 . 磁各向异性的毕奥一萨伐尔定律及其应用. 华侨大学学报(自然科学版) , 1989, 10( 2) :

125～132

8　苏武浔,魏腾雄, 陈 年 . 各向异性电介质中静电势的解.华侨大学学报(自然科学版) , 1996, 17( 3) : 308～

311

9　苏武浔, 魏腾雄, 陈 年 . 各向异性介质中的静电场强度与高斯定理. 华侨大学学报(自然科学版) , 1996,

17( 4) : 411～414

10　苏武浔,陈　芳, 陈 年 . 各向异性介质静电势微分方程的分离变量法.华侨大学学报 (自然科学版) ,

1997, 18( 1) : 87～93

Radiation Field of Oscillating Electric Dipole in

Magnetic Anisotropic Medium

Su Wuxun 　Wei T engx iong 　Chen Shennian
( Dept . of Electron .E ng. , Hu aqiao U niv. , 362011,Qu anzhou)

Abstract 　By apply ing magnetic aniso tropic retarded pot ential given in r eference 〔1〕and t he computing

method in aniso tropic rectangular co ordinate sy stem, the author s obt ain t he r adiation electromagnet ic field of

oscillating electr ic dipo le system in the media w here magnetic medium appears anisotr opic w hile elect ric medi-

um appear s iso tr opic.

Keywords 　magnetic anisot ropic, oscillating electr ic dipo le , radiat ion electromagnet ic field
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