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摘要　利用 Hyperbo lic函数Sinh( x )和 t anh( x )构造了高阶Schrobdinger 方程的任意阶精度的辛格
式并讨论了它们的稳定性 .
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1984年冯康
〔1, 2〕
用辛几何的观点提出计算 Hamiltonian系统的新方法,系统地研究了用生

成函数构造任意阶精度的辛格式的一般方法 . 随后,秦孟兆
〔3, 4〕
等对波动方程的辛格式进行深

入的研究 . 我们在文〔5〕中构造了高阶 Schrobdinger 方程的哈蜜顿型蛙跳格式,并讨论其稳定

性;文〔6〕则利用 Hyperbolic函数 sinh( x )和 tanh( x )构造Schrobdinger方程的任意阶精度的辛
格 式, 并讨论了所构造的格式的稳定性 . 本文将进一步推广文〔5, 6〕的结果到高阶

Schrobdinger 方程,利用 Hyper bol ic 函数 sinh( x )和 tanh( x )构造高阶 Schrobdinger 方程的任意
阶精度的辛格式, 进而讨论所构造的格式的稳定性 .

1　高阶 Schrobdinger方程的Hamiltonian形式

考虑如下高阶 Schr obdinger 方程 i
5u
5t + ( - 1) m

52mu
5x 2m= 0,即

5u
5t = i( - 1)

m 52mu
5x 2m ( 1)

的周期初值问题 . 其中u= v + iw , v = Reu, w= Imu, i= - 1. 由于边介条件为周期的,因而

解具有周期性 .

由文〔5〕引理 5知, 方程( 1)具有模平方守恒与能量守恒性质 . 因而方程( 1)具有 Hamilto-

nian形式

dz
dt

= J
- 1
H z , ( 2)

其中Hamiltonian函数为
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H =
1
2∫

5mT
5x m

2

+
5mX
5x m

2

dx ,

Z =
T
X

,　J
- 1 =

0 ( - 1) m+ 1

( - 1) m 0
, 　H z =

DH / DT
DH / DX

=

52mT
5x 2m

52mX
5x 2m

.

　　方程( 2)可改写为

dZ
dt

= J
- 1
AZ, ( 3)

其中

J
- 1
A =

0 ( - 1)
m+ 1$

( - 1) m$ 0
,　　A =

$ 0

0 $
,

$ 为逼近
52m

5x 2m的中心差商算子 .

令 $ ( m)
2 为逼近

52m

5x 2m的二阶精度差商算子,即

$ ( m)
2 Tj = D2mx Tj

( $x ) 2m
=

2
m- 1

k= 0
( - 1) kCk

2m( Tj + ( m- k) + Tj - ( m- k) ) + C
m
2mTj

( $x ) 2m
,

其中 D2mx 表示 2m 阶中心差分算子 .

令 $ ( m)
4 为逼近

52m

5x 2m的四阶精度差商算子,即

$ ( m)
4 Tj = D2mx Tj

( $x ) 2m + Bm
D2( m+ 1)
x Tj
( $x ) 2m ,

其中 Bm= 2{ m
2( m+ 1)

- C
1
2m(m- 1)

2( m+ 1)
+ C

2
2m(m- 2)

2( m+ 1)
+ ⋯+ ( - 1)

m- 1
C

m- 1
2m }

( 2( m+ 1) ) !
. 关于 $ (m )

2 Tj 及

$ ( m)
4 Tj 的系数可见文〔5〕表 1和表 2.

记 T= [ T1, T2,⋯, TN ] T, X= [ X1, X2,⋯, XN ] T, 则方程( 3)可表示为

d
dt

T
X

=
0 ( - 1) m+ 1

M
( m )
l

( - 1)
m
M

( m)
l 0

T
X

=
( - 1) m+ 1

M
( m )
l X

( - 1)
m
M

( m )
l T

　( l = 1, 2) , ( 4)

其中M
( m)
1 ,M ( m)

2 分别是对应于 $( m )
2 及 $( m )

4 的 N×N 矩阵,具体形式见文〔5〕表 3和表 4.

方程组( 4)逼近于方程( 3)在空间方向的离散精度是 O ( ( $x ) 2l) .

2　Hyperbolic函数 tanh( x)的辛格式

现在考虑线性 Hamil tonian方程组

dz
dt

= J
- 1
A

( m) ( 2l) z , ( 5)

由 tanh( x )所生成的辛格式 . 其中 A
(m )
( 2l)为对应于 $ ( m)

2l 的对称矩阵且逼近于 A 具有 2l阶精

度 .

在时间 t及 t+ $ t处方程( 5)具有精确解

z ( t + $ t) = e
$ tJ - 1A ( m) ( 2l)

z ( t ) .
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因 z ( t+ $ t) - z ( t ) = ( e
$ tJ- 1A (m) ( 2l)

- 1) z ( t) , z ( t+ $t ) + z ( t) = ( e
$tJ - 1A ( m) ( 2l)

+ 1) z ( t ) ,从而有

z ( t + $ t) - z ( t ) =
e
$ tJ - 1

A
( m)

( 2l)
- 1

e
$ tJ - 1

A
( m)

( 2l)
+ 1

( z ( t + $ t) + z ( t ) )

= tanh(
$t
2
J

- 1
A

( m ) ( 2l) ) ( z ( t + $ t) + z ( t) ) , ( 6)

其中 tanh ( x ) = x -
1
3
x

3+
2
15

x
5 -

17
315

x
7+ ⋯= 2

∞

k= 1
a2k- 1x

2k- 1. a2k- 1= 22k ( 22k- 1)
B 2k

( 2k ) !
, B 2k为

Bernoulli数,它由下式所定义
x

ex- 1
= 2

∞

n= 1

Bn

n!
x

n.

格式( 6)在时间方向有任意阶精度 . 然而若取 tanh( x )的 2s阶截断误差表达式

tanh( 2s,
$ t
2
J

- 1
A

( m) ( 2l ) ) = 2
s

k= 1
a2k- 1 (

$ t
2
J

- 1
A

( m) ( 2l ) ) 2k- 1 ,

则可得精度为 O ( $ t2s+ $x 2l)的差分格式为

Zn+ 1 - Zn = tanh( 2s,
$ t
2
J

- 1
A

( m) ( 2l ) ) ( Zn+ 1 + Zn) . ( 7)

　　引理 1
〔2〕　如果 f ( x )是奇次多项式且 L 是无穷小辛矩阵, 即 L

T
J + JL = 0, 则 f ( L )也是

无穷小辛矩阵 .

引理2
〔2〕
　如果 5 是无穷小辛矩阵, ûI+ 5û≠0,则F= ( I+ 5 ) - 1

( I- 5 )也是一个辛矩阵.

因为L = J
- 1
A

( m ) ( 2l ) =
0 ( - 1) m+ 1

M
( m )
l

( - 1) mM ( m )
l 0

满足

L
T
J + JL =

0 ( - 1) mM ( m)
l

( - 1) m+ 1
M

( m)
l 0

0 ( - 1) m

( - 1) m+ 1 0

+
0 ( - 1) m

( - 1) m+ 1 0

0 ( - 1) m+ 1
M

( m )
l

( - 1) m
M

( m)
l 0

=
- M

( m )
l 0

0 - M
( m)
l

+
M

( m)
l 0

0 M
( m)
l

= 0,

所以 L = J
- 1
A

( m) ( 2l )是无穷小辛矩阵 . 由引理 1知 5 = tanh( 2s, ( $ t/ 2) J - 1
A

( m) ( 2l) )也是无

穷小辛矩阵 . 从而由引理 2知, 格式( 7)是辛格式 . 于是有

定理 1　格式( 7)是辛的, 且在时间方向具有 2s 阶,在空间方向具有 2l 阶精度 .

下面给出阶为 0( $ t2+ $x 2l)和 0( $ t4+ $x 2l)的两个格式:

Zn+ 1 - Zn =
$ t
2
J

- 1
A

( m) ( 2l ) ( Zn+ 1 + Zn ) , ( 8)

Zn+ 1 - Zn = (
$ t
2
J

- 1
A

( m) ( 2l ) -
( $ t) 3

24
( J - 1

A
( m) ( 2l ) ) 3 ) ( Zn+ 1 + Zn) . ( 9)

注意到格式( 8)恰好是中心 Euler 格式 .

引理 3
〔3〕　如果 J

- 1
A

( m) ( 2l)的全部特征值为纯虚数,则格式( 7)是稳定的 .

现在用 $ ( m)
2l ( l= 1, 2)逼近

52m

5x 2m, 根据 Four ier 分析可知, $ ( m)
2l (即矩阵 M

( m)
l ) ( l= 1, 2)的特征

值 K( m)k ( 2l )如文〔5〕表 3～4所列全为实数,因而矩阵

J
- 1
A

(m )
( 2l) =

0 ( - 1) m+ 1
M

( m)
l

( - 1) mM (m )
l 0
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的特征值 L(m )
k, l ( 2l) = ±iûK( m)k ( 2l ) û全为纯虚数 . 于是, 由引理 3可得

定理 2　格式( 7)是稳定的 .

下面给出 Hamil tonian方程组( 3)的某些 tanh( x )辛格式 .

( 1) 精度为 0( $t 2+ $x 2)的 tanh( x )辛格式

Tk+ 1

Xk+ 1
=

Tk

Xk
+
$ t
2

0 ( - 1) m+ 1
M

( m )
1

( - 1) mM ( m)
1 0

Tk+ 1

Xk+ 1
+

Tk

Xk
( 10)

　　( 2) 精度为 0( $t 2+ $x 4)的 tanh( x )辛格式

Tk+ 1

Xk+ 1
=

Tk

Xk
+

$t
2

0 ( - 1)
m+ 1

M
(m )
2

( - 1) mM ( m )
2 0

Tk+ 1

Xk+ 1
+

Tk

Xk
; ( 11)

　　( 3) 精度为 0( $t 4+ $x 4
)的 tanh( x )辛格式

Tk+ 1

Xk+ 1
=

Tk

Xk
+

$ t
2

0 ( - 1) m+ 1
M

( m )
2

( - 1) mM ( m)
2 0

-
( $ t ) 3

24

0 ( - 1)
m+ 1

M
( m)
2

( - 1) mM ( m)
2 0

3 Tk+ 1

Xk+ 1 +
Tk

Xk ( 12)

　　格式( 7) , ( 10)～( 12)都是稳定的,然而它们都是两层隐式格式, 需解线性方程组,工作量

较大 .

3　Hyperbolic函数 sinh( x)的辛格式

本节考虑由 sinh( x )生成的三层显格式、利用方程( 5)的精确解有

z ( t + $ t) - z ( t - $ t) = e
$ tJ- 1

A
(m)

( 2l)
z ( t) - e

- $tJ - 1
A
( m)

( 2l)
z ( t )

= 2sinh( x ) ( $tJ - 1
A

( m)
( 2l ) ) z ( t ) , ( 13)

其中

sinh( x ) = x +
x

3

3!
+

x
5

5!
+ ⋯ + = 2

∞

k= 1

x
2k- 1

( 2k - 1) !
.

　　格式( 13)在时间方向具有任意阶精度, 然而若取 sinh( x )的 2s 阶截断误差表达式 sinh

( 2s, $tJ - 1
A

( m) ( 2l ) ) = 2
s

k= 1
( $tJ - 1

A
( m ) ( 2l ) )

2k- 1 / ( 2k- 1) ! ,则可得精度为 0( $ t2s+ $x 2l)的差分格

式为

Zn+ 1 - Zn- 1 = 2sinh( 2s, $ tJ - 1
A

(m ) ( 2l) ) Zn . ( 14)

为了证明格式( 13)是辛格式,我们研究三步格式

z
n+ 1 = 5 1z

n + z
n- 1 ( 15)

的辛条件 . 引进新变量 Fn= z
n- 1化( 15)式为二步格式

z
n+ 1

Fn+ 1
=

5 1 I

I 0

z
n

Fn
. ( 16)

从而有

引理 4
〔6〕　三步格式( 15)是辛的,其充要条件为

5 1 + 5 T
1 = 0 ( 17)

即要求 5 1是反对称矩阵 .

9第 1期 　 　　　　　曾文平: 用 Hyperbo lic函数构造高阶 Schrobdinger 方程的辛格式　 　　　　　



与( 16)式等价的方程( 5)的 Hamiltonian 方程组为

d
dt

z

F
=

0 J
- 1

J
- 1

0

0 A
( m )

( 2l)

- A
( m )

( 2l ) 0

z

F
. ( 18)

　　由引理 1知, sinh( 2s, $tJ - 1
A

( m) ( 2l ) )是无穷小辛矩阵 . 于是有

定理 3　格式( 14)是精度为 0( $ t2s+ $x 2l )的辛格式 .

当 s= 1时, 格式( 14)恰好是蛙跳格式 . 今后我们从方便起见,记 2m 阶方程( 1)的精度为

O( $t 2s+ $x 2l )的辛格式( 14)为 H mSLFM( 2s, 2l ) .下面给出若干由 sinh( x )所生成的辛格式:

( 1) H mSLFM ( 6) , 其精度为 0( $t 2+ $x 2 )

Tk+ 1

Xk+ 1
=

Tk- 1

Xk- 1
+ 2$t

0 ( - 1) m+ 1
M

( m )
1

( - 1)
m
M

( m)
1 0

Tk

Xk
;

　　( 2) H mSLFM ( 2, 4) ,其精度为 0( $ t2+ $x 4
)

Tk+ 1

Xk+ 1
=

Tk- 1

Xk- 1
+ 2$t

0 ( - 1)
m+ 1

M
( m )
2

( - 1) mM ( m)
2 0

Tk

Xk
;

　　( 3) H mSLFM ( 4, 2) ,其精度为 0( $ t4+ $x 2)

Tk+ 1

Xk+ 1
=

Tk- 1

Xk- 1
+ 2$ t

0 ( - 1) m+ 1
M

( m)
1

( - 1)
m
M

( m )
1 0

Tk

Xk

+ ( $t ) 3

3

0 ( - 1) m+ 1
M

( m )
1

( - 1)
m
M

( m)
1 0

Tk

Xk
;

　　( 4) H mSLFM ( 4, 4) ,其精度为 0( $ t4+ $x 4
)

Tk+ 1

Xk+ 1
=

Tk- 1

Xk- 1
+ 2$ t

0 ( - 1)
m+ 1

M
( m)
2

( - 1) mM ( m )
2 0

Tk

Xk

+
( $t ) 3

3

0 ( - 1)
m+ 1

M
( m )
2

( - 1) mM ( m)
2 0

Tk

Xk
.

　　定理 4　当 s→∞时,格式( 14)的稳定域将复盖整个实轴 .

证　因 J
- 1
A

( m )
( 2l)的特征值 L( m)

k ( 2l ) = ±iûK(m )
k ( 2l ) û全为纯虚数、于是由〔2, Th7〕立得本

定理 .

因为格式( 14)的过渡矩阵的特征方程为

f ( G) = G2 - 2isin( 2s, L( m) ( 2l ) ) G- 1 = 0. ( 19)

其中 sin( 2s, L( m) ( 2l ) ) = L( m) ( 2l ) -
(L( m )

( 2l ) )
3

3!
+ ⋯+ ( - 1) s (L

( m )
( 2l ) )

2s - 1

( 2s- 1) !
,且 L( m) ( 2l )是 $t×

J
- 1
A

( m )
( 2l)的特征值 L( m)

k ( 2l ) = ±iûK( m )
k ( 2l) û. 由文〔7〕M iller 准则知,格式( 14)稳定的充要条

件为ûsin( 2s, L(m ) ( 2l) û< 1.

令 G2s= m in
i
Li, 其中 Li是 sin( 2s, L) = ±1的正根,且令 S( m)l = max

k
( $x 2ûK( m )

k ( 2l) û) . 于是有

定理 5　格式( 14) (即H mSLFM ( 2s, 2l )的稳定性条件为

C( m ) = $t
( $x ) 2m ≤

G2s
S( m )
l

=
G2s
l 1, l

õ 1
4
m- 1 , ( 20)

其中 G2s , l 1, l取值如文〔5〕中附表所示,由此按公式( 20)可得一些常用格式的稳定性条件比较表

如附表所示 .
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附表　差分格式稳定性条件比较表

格式名称 稳定性条件 格式名称 稳定性条件

H mSLFM ( 2, 2) C( m
¹ )≤

1
4m H mSLFM ( 2, 4) C(m¹ )≤

1
4m
×

3
m+ 3

H mSLFM ( 4, 2) C( m)≤
1
4m
×2. 847 321 5 H mSLFM ( 4, 4) C( m)≤

1
4m
×

3
m+ 3

×2. 847 321 5

H mSLFM ( 6, 2) C( m)≤
1

4m
×1. 491 348 7 H mSLFM ( 6, 4) C( m)≤

1

4m
×

3
m+ 3

×1. 491 348 7

H mSLFM ( 8, 2) C( m)≤
1
4m
×3. 792 655 9 H mSLFM ( 8, 4) C( m)≤

1
4m
×

3
m+ 3

×3. 792 655 9

　　¹ C(m) = $ t/ ( $x ) 2m

由附表可见: s inh( x )辛格式在空间方向提高精度会缩小稳定域, 而时间方向提高精度则

稳定域会扩大 .

最后必须指出,文〔6〕的结论为本文当 m= 1时的特例 .
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Constructing Symplectic Schemes for Schro
b
dinger Equation

of Higher Order by Using Hyperbolic Function

Zeng Wenping
( Dept . of M anag. Info. Sci. , Huaqiao Un iv. , 362011, Q uanzhou)

Abstract　By using hyperbolic functions sinh( x ) a nd t anh( x ) , t he author constr ucts symplect ic schemes w ith

the precision of arbitr ary order ; and discusses t heir stabilit y.

Keywords　schrobdinger equation of higher o rder , hyperbo lic function, symplectic scheme
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