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一类 Volterra型积分微分方程的稳定性
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摘要　研究了一类 Vo lt err a型积分微分方程的零解的稳定性、一致稳定性和渐近稳定性, 得到了

一些新结果 . 这些结果具有简单形式, 易于验证和应用 .
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文〔1, 2〕研究了下列纯量 Volter ra型积分微分方程

x′( t) = A ( t) x ( t) +∫
t

o
C( t , s) x ( s) ds ( 1)

的零解的稳定性问题,这里 x∈R , A ( t )在〔0, + ∞〕上连续, C( t , s)是 0≤s≤t< + ∞上的连续

函数,且∫
+ ∞

t
ûC( u, s) ûdu 对 0≤s≤t< + ∞连续 . 本文也研究方程( 1)的零解的稳定性问题,

得到了一些新结果 . 这些结果具有简单形式,便于验证和应用,并推广了文〔1〕的有关结果 .

1　零解的稳定性

定理 1　如果 A ( t)≤0且存在着常数 k1≥1及 k2≥0使得

A ( t) + K 1∫
+ ∞

t
ûC( u, t) ûdu≤- K 2, ( 2)

则方程( 1)的零解是稳定的 .

证　取李雅普诺夫泛函

V ( t , x ( õ) ) = ûxû+ K 1∫
t

0∫
+ ∞

t
ûC( u, s) ûdu õûx ( s) ûds. ( 3)

计算V ( t , x (·) )沿着方程( 1)的解的右上导数得

DV
+
( 1) ( t , x ( õ) ) = x

asgnx ( t + 0) + K 1ûx û∫
+ ∞

t
ûC( u, t ) ûdu

- K 1∫
t

0
ûC( t, s) ûõûx ( s) ûds

= sgnx ( t + 0)〔A ( t ) x ( t ) +∫
t

0
C( t , s) x ( s) ds〕

+ K 1ûx û∫
+ ∞

t
ûC( u, t ) ûd - K 1∫

t

0
ûC( t , s) ûõûx ( s) ûds
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≤〔A ( t ) - K 1∫
+ ∞

t
ûC( u, t ) ûdu〕õûxû

≤- K 2ûx û≤ 0.

因为V ( t , x (·) )正定且 DV
+
( 1) ( t, x (·) )≤0, 所以方程( 1)的零解是稳定的 .

2　零解的一致稳定性

定理 2　假设定理 1的条件成立且∫
t

0∫
+ ∞

t
ûC( u, s) ûduds有界,则方程( 1)的零解是一致稳

定的 .

证　要证对任给 E> 0及 t 0≥0,存在着 D> 0(与 t 0无关) ,使得当ûU( t) û< D, t∈〔0, t0〕,有
ûx ( t, t 0, U) û< E, ( t≥ t0 ) . ( 4)

　　事实上, 从定理 1的证明知 DV
+
( 1) ( t, x (·) )≤0, 所以对一切 t≥t 0有

ûx ( t, t 0, U) û≤V ( t , x ( õ) )

≤V ( t0 , x ( õ) )

≤ûU( t 0) û+ K 1∫
t
0

0∫
+ ∞

t
0

ûC( u, s) ûduûU( s) ûds

≤D+ K 1D∫
t
0

0∫
+ ∞

t
0

ûC( u, s) ûduds, ( t≥ t 0) . ( 5)

因为∫
t
0

0∫
+ ∞

t
0

ûC( u, s) ûduds有界 . 故有常数M > 0使得 0≤∫
t
0

0∫
+ ∞

t
0

ûC( u, s) ûduds< M .现在取 D

=
E

2( 1+ K 1M ) > 0(与 t 0无关) ,于是由式( 5)得

ûx ( t, t 0, U) û≤ D+ K 1DM

≤
E
2

< E,　( t≥ t0 ) . ( 6)

即方程( 1)的零解是一致稳定的 .

定理 3　如果存在着常数 K 3> 1使得

A ( t) + K 3∫
t

0
ûC( t , s) ûds ≤ 0, ( 7)

则方程( 1)的零解是一致稳定的 .

证　对任意的 t 0≥0,方程( 1)满足初始条件 x ( t ) = U( t ) ( t∈〔0, t 0〕, U( t) 在 〔0, t 0〕上连续)

的解可表示为

x ( t , t0 , U) = exp(∫
t

t
0

A ( s) ds) U( t 0) +∫
t

t
0

exp(∫
t

s
A ( S) dS)

×∫
s

0
C( s, S) x ( s) dSds,　( t≥ t0) . ( 8)

于是对任意的 E> 0, 取正数 D= E( K 3- 1)
2K 3

　(与 t 0无关) ,使得当ûU( s) û< D( s∈〔0, t 0〕)时就有

ûx ( t , t0 , U) û< E,　( t≥ t0 ) . ( 9)

否则的话,必有 t1> t0使得

ûx ( t, t 0, U) û< E,　( t 0≤ t < t1 ) ( 10)
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及

ûx ( t1 , t0 , U) û= E. ( 11)

从而有

ûx ( t, t0, U) û≤ E,　( 0≤ t≤ t 1) . ( 12)

而由式( 8)及定理的条件得

E= ûx ( t1 , t0 , U) û

≤exp(∫
t
1

t
0

A ( S) dS) õûU( t 0) û+∫
t
1

t
0

exp(∫
t
1

s
A ( S) dS)

×∫
s

0
ûC( s, S) ûõûx ( S) ûdSds

≤D+ E∫
t
1

t
0

exp(∫
t
1

s
A ( S) dS)∫

s

0
ûC( s, S) ûdSds

≤D+ E∫
t
1

t0

exp(∫
t

s
A ( S) dS) ( - A ( s)

K 3
) ds

≤D+ E
K 3

=
E( K 3 - 1)

2K 3
+

E
K 3

< E.

这就发生了矛盾 . 这个矛盾说明 t≥t0 时,式( 9)成立, 即方程( 1)的零解是一致稳定的 .

3　零解的渐近稳定性

定理 4　如果 A ( t )≤0且存在常数 K 1> 1及 K 2> 0使得式( 2)成立,则方程( 1)的零解是

渐近稳定的 .

证　由定理 1可知方程( 1)的零解是稳定的 . 由式( 1)得

ûx′û≤ ûA ( t ) ûõûxû+∫
t

0
ûC( t, s) ûõûx ( s) ûds, ( 14)

因此有

KA ( t ) ûxû≤ K∫
t

0
ûC( t, s) ûõûx ( s) ûds - K ûx′û, ( 15)

其中K =
K 1- 1

4
> 0.

现在取李雅普诺夫泛函

V ( t , x ( õ) ) = ( 1 + K ) ûxû+ K 1∫
t

0∫
+ ∞

t
ûC( u, s) ûdu õûx ( s) ûds, ( 16)

且由式( 15, 16) ,计算 V ( t, x (·) )沿着方程( 1)的解的右上导数得

DV +
( 1) ( t , x ( õ) ) = ( 1 + K ) xasgnx ( t + 0) + K 1∫

+ ∞

t
ûC( u, t) ûõûx ( t) ûdu

- K 1∫
t

0
ûC( t, s) ûõûx ( s) ûds
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≤( 1 + K ) sgnx ( t + 0)〔A ( t) x +∫
t

0
C( t , s) x ( s) ds〕

+ K 1∫
+ ∞

t
ûC( u, t ) ûdu õûxû- K 1∫

t

0
ûC( t, s) ûõûx ( s) ûds

≤( 1 + K ) A ( t ) ûxû+ K 1∫
+ ∞

t
ûC( u, t) ûdu õûx û

+ ( 1 + K )∫
t

0
ûC( t , s) ûõûx ( s) ûds - K 1∫

t

0
ûC( t , s) ûõûx ( s) ûds

≤A ( t ) ûxû+ K∫
t

0
ûC( t, s) ûõûx ( s) ûds - K ûx′û

+ K 1∫
+ ∞

t
ûC( u, t ) ûdu + ( 1 + K )∫

t

0
ûC( t, s) ûõûx ( s) ûds

- K 1∫
t

0
ûC( t , s) ûõûx ( s) ûds

≤〔A ( t) + K 1∫
+ ∞

t
ûC( u, t) ûdu〕õûxû- K ûx′û

≤- K 2ûxû- K ûx′û. ( 17)

因此我们有

( 1 + K ) ûx ( t, t 0, U) û≤ V ( t , s( õ) )

≤ V ( t 0, U( õ) ) - K 2∫
t

t
0

ûx ( s) ûds - K∫
t

t
0

ûx′( s) ûds. ( 18)

因 为K 2> 0及K > 0, 所以由式( 18)可知x ( t ) , x′( t )∈L
1 ( 0, + ∞) . 由此可知当t→+ ∞时,

x ( t )→0.这样方程( 1)的零解是渐近稳定的 .

4　零解的不稳定性

定理 5　如果 A ( t)≥0且存在着常数 K 1≥1及 K 2> 0使得

A ( t ) - K 1∫
+ ∞

t
ûC( u, t ) ûdu ≥ K 2 , ( 19)

则方程( 1)的零解是不稳定的 .

证　取李雅普诺夫泛函

V ( t , x ( õ) ) = ûxû- K 1∫
t

0∫
+ ∞

t
ûC( u, s) ûdu õûx ( s) ûds. ( 20)

于是计算V 沿着方程( 1)的解的右上导数可得

DV
+
( 1) ( t , x ( õ) ) = x

asgnx ( t + 0) + K 1∫
t

0
ûC( t , s) ûõûx ( s) ûds

- K 1∫
+ ∞

t
ûC( u, t) ûdu õûx û

≥A ( t) ûxû-∫
t

0
ûC( t, s) ûõûx ( s) ûds

+ K 1∫
t

0
ûC( t, s) ûõûx ( s) ûds - K 1∫

+ ∞

t
ûC( u, t ) ûdu õûxû

4 　　　　　　　　　　　　华 侨 大 学 学 报 (自 然 科 学 版 )　　　　　　　　　　　　1998年



≥K 2ûxû. ( 21)

设 x ( t ) = x ( t, t 0, U)是方程( 1)的解, 则有

ûx ( t ) û≥ V ( t, x ( õ) ) ≥ V ( t0, U( õ) ) + K 2∫
t

t
0

ûx ( s) ûds. ( 22)

现在,对于任给的 t 0≥0,我们可以选取一个连续的初始函数 U:〔0, t0〕→R 使得 V ( t 0, U(·) ) >

0. 由式( 22)得

ûx ( t) û≥ V ( t, x ( õ) ) ≥ V ( t0 , U( õ) ) > 0. ( 23)

故由式( 22)及( 23)得

ûx ( t) û≥V ( t 0, U( õ) ) + K 2∫
t

t
0

V ( t 0, U( õ) ) ds

= V ( t 0, U( õ) )〔1 + K 2( t - t 0)〕.

因此当 t→+ ∞时ûx ( t) û→+ ∞.即方程( 1)的零解是不稳定的 .

注　本文定理 1, 2, 4及5都没有要求∫
+ ∞

t
ûC( u, t) ûdu 有界及 A ( t) < 0和A ( t )的有界性,

故文〔1〕的定理 2. 1是它们的特殊情况 . 此外, 本文定理 3也没有对系数函数的有界性作出任

何要求 . 因此,本文的主要特点是将系数函数扩大到无界函数类 .

参　　考　　文　　献

1　王慕秋,王联, 杜雪堂 . 关于 Volterr a型积分微分方程的稳定性.应用数学学报, 1992, 15( 2) : 184～193

2　Burton T A . Vo lter r a integ ral and differ ent ial equations. New Yo rk: Academic Press, 1983. 37～135

Stability of a Class of Volterra Integrodifferential Equations
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Abstract 　A study is made on the stability , the uniform stability and the a symptotic stabilit y of the zero so-

lution to a class of Volter ra integ rodifferential equations. The st udy leads to some new results w hich ar e sim-

ple in fo rm and easy of v erification and applicat ion.
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