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万有 Teichm�ller空间的度量收缩问题
X

黄　心　中
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摘要　研究由 Belt rami系数诱导出来的解析函数的性质,导出一个判别极值拟共形映照的必要条

件和不具有退化叙列的充分条件 . 改进了 A nderso n 的一些结果, 并研究了万有 T eichm�ller 空间

内某些 Belt rami直线在自然映照下的收缩问题.
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万有T eichm�ller 空间 T ( 1)可表示成所有单位圆的拟对称同胚群 QS 关于 M obbius 群

PSL ( 2, R )的商空间, 但是 QS 还包含一个比 PSL( 2, R )更大的子群 S,即单位圆的对称同胚

群.最近, Gardiner -Sullivan
〔1〕证明QS mo d S 仍然有一个自然复Banach流形结构和商度量 d

-,

它仍被称为 QS m od S上的 Teichm�ller 度量.

设 f ( z )是 D = { z ûûz û< 1}到自身上的拟共形映照,满足 f ( 0) = f ( 1) - 1= 0, Lf 是 f ( z )

的复特征, kf = ‖Lf‖∞= esssup
z∈D

ûLf û, k 0( f ) = inf
g
kg . 这里 g 是 D 到 D 上任一拟共形映照, 满

足 gû5D= f û5D . 称 f ( z )是极值的, 若 k f = k0 ( f ) , 这时对应的 Lf 也被称为极值的 . 注意到 T ( 1)

中的度量可由极值拟共形映照的伸缩商来表示, T ( 1)中的两点间的距离可表示成 d ( [ f ] ,

[ g] ) =
1
2

log
1+ k0 ( g. f

- 1)

1- k0 ( g. f
- 1

)
. 类似地, 记 k

-
f = in

U
f esssup

z∈U
ûLf ( z ) û,这里 U是 D 内关于 5D 的任

一邻域, k-f 被称为 f ( z )的边界伸张 . 令 k
-

0 ( f ) = inf
g
k
-
g ,这里 g ( z )是 D 到自身上与 f ( z )有相同

边界值的拟共形映照 . 若 k-0 ( f ) = k-f , 称 f ( z )在 QS m od S 内为极值的,则 QS mo d S中任意

两点的距离为 d
-(P[ f ] ,P[ g] ) = 1

2 log
1+ k

-
0 ( g. f

- 1)

1- k
-

0 ( g. f
- 1

)
.

对于给定的 Belt rami系数 L( z ) ,考虑曲线 CL= { [ f
t
] ûtû< 1} ,或 PCL= {P[ f t] ûtû< 1} ,

这里 Lf t= t
L

‖L‖∞ . 这种曲线称为 Belt rami直线 . 若 L( z )在 T ( 1)或 QS m od S 意义下为极

值的,则从( - 1, 1)关于 Poincar�度量 dp 到 CL或 PCL关于相应的 Teichm�ller 度量的自然映

照 I L: t→t
L

‖L‖∞是等距的 . T eichm�ller 收缩原理是:若 I L关于某两点的距离严格收缩, 那

么在同一 Belt rami直线上的任何两点都应严格收缩,且收缩于一个给定的比例之内 . 该性质

被 Sul liv an
〔2〕称为具有线圈的性态 .

我们将研究下列的问题,即对于什么样的点[ f ]∈T ( 1) ,在自然投影 P下,从[ 0]到[ f ]的
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距离是严格收缩的,即具有线圈性质 .

1　主要定理及其证明

记 B( D ) = { f ( z ) ûf ( z )在D 内解析,‖f ( z )‖1=
1
Pk

D

ûf ( z ) ûdxdy< ∞} ,则 D到自身上

的拟共形映照f ( z )被称为是有限型的Teichm�ller映照, 若Lf = ‖L( z )‖∞
U0

ûU0û, 这里U0∈

B ( D ) . 即使是( f )中含有限型的 T eichm�ller 映照, 从[ 0]到[ f ]的距离在自然投影下都未必

是收缩的,这可从 Reich 的例子
〔3〕
中看出 . 另一方面, 我们知道,设[ f ]∈T ( 1) ,且 d

-( 0, [ f ] ) <

d( 0, [ f ] ) ,那么[ f ]包含有一个有限型 Teichmii�er 映照 . 这就使上述问题更加复杂化,更引

起许多学者的兴趣和探索
〔4〕

.

本文由 Belt ram i系数 L( z )出发, 诱导出一个解析函数 . 通过研究该解析函数的某些性

质,给出一个充分条件, 判定它在自然投影下具有严格收缩的特性 . 作为简单情形, 还得出一

个判别 L( z )为极值的必要条件,以及在 L( z )为极值的条件下, L( z )为有限型 Teichm�ller 映

照的复特征的充分条件 . 这本身在 Teichm�ller 空间理论中也是十分重要的 .

设 J( z )∈L
∞ ( D ) = {J( z ) ûJ( z )是 D 内有界可测函数, 有范数‖J( z )‖∞= esssup

z∈D
ûJ( z ) û

< ∞} , 考虑泛函

L J( f ( z ) ) =
1
Pk

D

ûJ( z ) ûf ( x ) dxdy , f ( z ) ∈ B ( D ) ,

则

‖L J( f ( z )‖≤‖J( z )‖∞.

　　Hamilton-Reich-Str ebel
〔5〕
证明了下列的定理A .

定理A　Bel tr am i系数 L( z )为极值的充要条件是下列之一成立,即

( 1) 存在 U0∈B ( D ) , 使 L( z ) = ‖L( z )‖∞
U0

ûU0û,在 D 上几乎处处成立;

( 2) 存在D 内内闭一致收敛于 0的叙列{ Un} , Un∈B ( D ) , 使得 lim
n→∞

L L(Un) = ‖L L‖成立 .

这样的叙列{ Un}称为退化叙列 .

对于给定的 Belt rami系数 L( z ) ,令 bn=
( n+ 2)
P k

D

L( z ) z
n
dxdy , g ( z ) = 2

∞

n= 0
bnz

n, 显然 g( z )

是 D 内的解析函数,我们称 g( z )是由 L( z )诱导出来的解析函数. 我们将证明下列的定理1.

定理 1　设 L( z )∈L
∞ ( D ) , úL( z ) ú∞≤1,则 L( z )为极值的必要条件是: sup

z∈D
ûg ( z ) û≥2成

立,其中常数2是最佳的.

证明　由假设 g( z ) = 2
∞

n= 0
bnz

n, bn=
( n+ 2)
P k

D

L( z ) z
n
dxdy , 对于 f ( z ) = 2

∞

n= 0
anz

n∈B ( D ) , 固

定 Q( 0< Q< 1) ,则

L L( f (Qz ) ) = 2
∞

n= 0
anQnL L( z n) = 2

∞

n= 0

anbn

n + 2
Qn,

因为úf (Qz ) - f ( z ) ú1→0(当 Q→1时) ,因此有
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L L( f ( z ) ) = lim
Q→1-

2
∞

n= 0

anbn

n + 2
Qn.

又因为对于固定的 Q( 0< Q< 1) ,有 1
2P∫

2P

0
f ( r eiH) g(Qe- iH) dH= 1

2P∫
2P

0
( 2
∞

n= 0
anr

neinH) ( 2
∞

n= 0
bnQne- inH) dH

= 2
∞

n= 0
anbnr

nQn, 两边同乘以 r, 从0到1积分后可得
1

2P∫
2P

0∫
1

0f ( r e
iH
) g(Qe- iH

) rdrdH= 2
∞

n= 0

anbn

n+ 2
Qn .

　　令 Q→1
-

,则有

ûL L( f ( z ) ) û≤ 1
2

sup
z∈D

ûg( z ) ûúf ( z ) ú1 ,

因此úL Lú≤ 1
2

sup
z∈D

ûg( z ) û.这样我们证明了:若 L( z )为极值拟共形映照的复特征,则sup
z∈D

ûg( z ) û

≥2.下面的例子说明常数2是最佳的.

例 1　设 L( z ) = z
-m/ ûzûm, z∈D , m 为正整数.我们知道, L( z )是极值的,这时

bn =
( n + 2)

P kD

z
-m

ûz ûmz
ndxdy =

2　n = m,

0　n≠ m,

g( z ) = 2z
n.显然, sup

z∈D
ûg( z ) û= 2.故定理1中的常数2是最佳的.

例 2　设 h( z ) = 2
∞

n= 1
anz

n
是 D 上任一有界解析函数, M = sup

z∈D
ûh( z ) û< ∞,取 r 0> 0,

1
2
≤r 0

< 1,且令

Lh, m( z ) =

h( z )
M

,　ûzû≤ r 0,

z
-m

ûzûm, 　r0 < ûzû< 1,　m 为正整数 .

这时,有

bn =
( n + 2)

P kD
Lh, m( z ) z ndxdy

=
( n + 2)

P k
r

0
< ûzû< 1

z
-m

ûzûmz
n
dxdy =

2( 1 - r
m+ 2
0 ) , n = m,

0, n≠ m.

g ( z ) = 2( 1- r
m+ 2
0 ) z m,我们有sup

z∈D
ûg ( z ) û= 2( 1- r

m+ 2
0 ) < 2. 由定理1可知, Lh, m( z )不是极值的.

但是, sup
z∈D

( 1- ûzû2 ) û( z g( z ) )′û= 4( 1- r
m+ 2
0 )

( m+ 1)
( m+ 2)

(
m

m+ 2
)

m
2 . 若取 r 0= 1/ 2, 则对所有的 m 都

有sup
z∈D

( 1- ûzû2) û( z g ( z ) )′û≥7/ 2e> 1; 若对取定的 r 0, 1/ 2< r0< 1, 因 lim
m→∞

4( 1- r
m+ 2
0 )

( m+ 1)
( m+ 2)

(
m

m+ 2)
m
2 = 4/ e> 1, 则对充分大的 m ,有sup

z∈D
( 1- ûzû2

) û( z g( z ) )′û> 1成立. 可见, 这是由 An-

derso n
〔6〕
的定理1所无法判别的. 另一方面, Ander son 在文〔6〕证明了下列的

定理B　设 L( z )是具有退化叙列的极值复特征,则 lim
ûzû→1

sup( 1- ûzû2 ) û( z g( z ) )′û≥úL Lú.

特别地,若记 u= N+ iG, 当下面条件满足时

û( z g( z ) )′û=
2
PûkD

J( u)
( 1 - uz ) 3dNdGû= 0( ( 1 - ûz û2) - 1 ) , ûzû→ 1- ,

则 L( u) = A U( u)
ûU( u) û, U( u)∈B ( D ) , ûAû= úL( z ) ú∞ .
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记 2 < T ( 1)是这样元素的集合, [ f ]∈2 , f 是有限型 Teichm�ller 映照,由其复特征 J( z )

所诱导出来的解析函数 g ( z )满足: 存在 Q0 , 0< Q0< 1, 使得 sup
Q

0
< ûzû< 1

û( z g ( z ) )′û( 1- ûzû2 ) û< 1.

我们将证明下列的定理 2 .

定理 2　对于每个[ f ]∈2 , 有d
-( 0,P[ f ] ) < d ( 0, [ f ] )成立.

为了证明上述定理2,我们需要下列引理1.

引理 1　设 L( z )∈L
∞ ( D ) , úL( z ) ú∞≤1,由 L( z )所诱导出来的解析函数 g( z )满足:存在0

< Q0< 1,使得

sup
Q0< ûzû< 1

ûG′( z ) û( 1 - ûzû2
) = sup

Q0< ûzû< 1
û( z g( z ) )′û( 1 - ûzû2

) < 1,

则对 L( z )的每一列退化叙列{Un} ,有 lim
n→∞

supûkD
Un ( z )L( z ) dxdyû< 1.

证明　由 Anderson
〔6〕
的式 ( 3) , 可得 L L(Un ) = li m

F→1
-

1
P∫

1

0∫
2P

0
Un( r e

iH
) G′(Fr e

- iH
) ( 1 -

r
2
) rdrdH.
　　因为

û 1
P∫

1

0∫
2P

0
Un ( reiH) G′( Fr e- iH) ( 1 - r

2) rdrdHû

≤
1
P k

ûzû≤Q
0

ûUn( r eiH) ûrdrdHsup
ûzû< 1

ûG′( z ) û( 1 - ûz û2) + sup
Q

0
< ûzû< 1

ûG′( z ) û( 1 - ûzû2 ) úUn ( z ) ú1;

又因{Un}是退化叙列,有 lim
n→∞

1
P k

ûzû≤Q
0

ûUn ( z ) ûdxdy= 0. 根据 Anderson
〔6〕
的定理1, sup

ûzû< 1
ûG′( z ) û

( 1- ûzû2)≤4,故有 lim
n→∞

supûkD
Un( z )L( z ) dxdyû< 1成立. 引理1证毕.

引理 2　设L( z )满足引理1的条件,若L( z )是极值的,则存在一个U0∈B( D ) ,使得L( z ) =

úL( z ) ú∞ U0

ûU0û在 D 中几乎处处成立,且对 L( z )不存在退化叙列.

证明　根据定理 A ,对这样的 L( z ) ,必然有 U0∈B ( D ) , 使 L( z ) = úL( z ) ú∞
U0

ûU0û在 D 中几

乎处处成立. 再由引理 1 可知,对 L( z )的退化叙列是不存在的.引理 2 证毕.

　 　下面证明定理2. 若[ f ]∈2 ,则由引理1可得k
-

0 ( f ) < k0 ( f ) .因为若k
-

0 ( f ) = k 0( f ) , 则有

úL( z ) ú∞= k0 ( f ) = k
-

0( f ) ,这里 L( z )是 f 的复特征. 由下列Gardiner
〔7〕的定理 B,即

定理 B 对每个[ f ]∈T ( 1) , k-f = k
-

0 ( f )的充分必要条件为 sup
{U
n

}
li m

n→∞
supûRekD

UnL( z ) dx dyû

= k
-
f 成立,这里上确界取自于 B ( D )中关于 L( z )的所有退化叙列.

我们得到,对 L( z )的所有退化叙列{ Un} ,有

sup
{U

n
}

lim
n→∞

supûRekD
UnL( z ) dxdyû= úL( z ) ú∞ .

根据对角线原理, 可找到一串 B( D )中的退化叙列,使

lim
n→∞

RekD
UnL( z ) dxdyû= úL( z ) ú∞,

这与上述引理1是矛盾的.从而有 k
-

0 ( f ) < k 0( f )成立.根据定义,这等价于 d
-( 0, P[ f ] ) < d( 0,

332　　　　　　　　　　　　华 侨 大 学 学 报 (自 然 科 学 版 )　　　　　　　　　　　　1997年



[ f ] ) .定理 2证毕.

根据下列 T eichm�ller 收缩原理
〔7〕,即

Teichm�ller收缩原理　设úL( z ) ú∞= 1, 0< k 1< k2< 1, d ( 0, [ f k
1 ] )≤K1dp ( 0, k1)或 d-( 0, P

( [ f k
1] )≤K1d p ( 0, k 1) , 对某 K1< 1成立, 这里 f

k 表示以 Lk= kL( z )为复特征从 D 到自身上的拟

共形映照( k< 1) , 则存在仅依赖于 k 1, k2和 K1的常数 K2< 1,使得

d( 0, [ f
k
] ) ≤ K2dp ( 0, k ) 或 d

-( 0, P[ f k
] ) ≤ K2dp ( 0, k )

对所有的0≤k≤k2成立.

我们可得到下面的推论 1 .

推论 1　在定理2的条件下,令 K= d
-( 0,P[ f ] ) / d( 0, [ f ] ) , k= úLf ú∞, 固定 k′< 1,设 f

t 是

D 到自身上的拟共形映照,以 Lf t=
t
k
Lf ( z )为复特征, t∈[ 0, k′) , 则存在一个仅与 k, k′和 K有

关的常数 K′< 1, 使得 d
-( 0, P[ f t ] )≤K′dp ( 0, t)对每个 t∈[ 0, k′]成立,其中 dp 表示单位园盘上

的 Po incar�度量.

证明　根据定理2,我们有 K= d
-( 0, P[ f ] ) / d( 0, [ f ] ) < 1,再根据上述的 T eichm�ller 收缩

原理,推论 1可得.
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Metric Contraction of Universal Teichm�ller Space

Huang Xinzhong
( Dept . of M anag. Info. Sci. , Huaqiao Univ. , 362011, Quanzh ou )

Abstract 　Co nsider ing the pr operty of analytic funct ion induced fro m Beltra mi coefficient , the aut hor der ives

a necessar y co ndition fo r ex tr emal quasiconfo rmal mapping and a sufficient co ndit ion fo r the nonex istence of

deg enerat ing sequence. Some r esults o f A nder son ar e thus impro ved. T he study center s also o n the co ntra ct ion

of so me Beltr ami lines in univer sal T eichm�ller space under natural mapping.

Keywords 　ex tr emal quasiconfor mal mapping , deg ener ating sequence, pr inciple o f T eichm�ller contr act ion
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