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关于定常线性系统最优调节器的逆问题
‘

龚 德 恩

(华侨大学工商管理系
,

泉州 3 6 2 0 1 1)

摘要 讨论 连续定常线性 系统最优调节器 的逆 问题
,

得到一种求加权矩 阵 Q 和 R 的简便 方法

关键词 线性 系统
,

最优调节器
,

逆 问题

分类号 0 2 3 1

给定连续定常线性系统

x (t ) = A x (t ) + B u (t ) (1 )

和二次性能指标

, (U ) 一

丁了
:
X · (, )。X (, , + U ‘ (‘, R U “, 〕d‘

,

(2 )

其 中状态 向量 x (t) 任 R
” ,

控制 向量“ (t) 任 R m ; A
,

B
,

Q 和 R 为适 当维数 的常数矩阵
,

且 Q -

Q
T

> o (或) o )
,

尺一尺
T

> 0
.

最优控制问题是求反馈控制律

u = 一 K x ,

(3 )

使二次性能指标 (2) 达到极小值
.

已 经证明 〔幻 ,

若 (A
,

B )为能控 (或能稳定 )对
,

(A
,

C )为能观测 (或能检测 )对 (此处设 Q 一

C T C )
,

则式 (3) 中反馈增益矩阵 K 由下式确定
,

即

K = R 一 ‘B T P
,

(4 )

其中 矩阵 尸一尸
T

> 0( 或) 0 )
,

为矩阵 Ri cc at i代数方程

A T尸 + 尸A 一 尸B R 一 ‘B T P + Q 一 O (5 )

的解
.

由式 (3 )~ (5 )确定的控制律 “ (x )称 为线性二次型问题 (l) 和 (2) 的最 优调节器
.

最优调

节器是在加权矩阵 Q 和 R 已知的条件下得到的
.

显然
,

Q 和 R 的选取对闭环系统

x = A
e x ,

(6 a )

A
。

一 A 一 B K 一 A 一 B R 一 ’
B

T
尸 (6 b )

的动态特性会产生影响
.

因此
,

当对闭环系统 的动态特性提 出一定要求时
,

如何选取加权矩阵

Q 和 R
,

将是一个很有实际意义的问题
,

称为最优调节器的逆问题或反问题
.

文〔2
,

3〕对单输

案
本文 1 9 9 7

一
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一
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入系统的逆问题进行过研究
.

本文介绍一种确定加权矩阵 Q 和 R 的简便方法
,

该法对单输人

和多输人系统均适用
.

1 问题的分析

注意到 (4 )和 (5 )两个矩阵方程中共有六个矩阵
,

其 中矩 阵 A 和 B 是已知的
,

还有 尸
,

Q
,

R

和 K 四个矩阵要由方程 (4 )和(5) 确定
,

并要求 尸一 尸T > 0( 或) o )
,

Q 一Q
T

> 0( 或) 0)
,

R 一 R T

> 0
.

最优调节器的设计是在 Q 和 R 已知的条件下
,

由式 (5 )确定矩阵 尸
,

然后再由式 (4 )确定

矩阵 K ; 而逆 问题是要确定矩阵 Q 和 R
,

使闭环系统具有要求的动态特性
.

因此
,

对逆问题而

言
,

可 根据对闭环系统提出的动态特性要求
,

先确定矩阵 K
,

然后再寻求 由式 (4 )
,

(5) 确定矩

阵 P
,

Q
,

R 的途径
.

本文正是从这种分析 出发
,

提 出一种在 K 矩阵已给定的条件下
,

先选取

尸
,

然后再确定 Q 和 R 的简便方法
.

2 确定矩阵 Q 和 R 的方法

将式 (4 )代入式 (5 )
,

可得

八 T尸 + 尸A + Q 一 尸B K
.

(7 )

上式左边为对称矩阵
,

右边也应为对称矩阵
,

故有条件

尸B K 一 K
T B T 尸

,

尸 一 尸 T
.

(8 )

因此
,

若能由求解式 (8) 得到 尸
,

则 Q 和 R 可由式 (7) 和式 (4) 确定
.

为此
,

我们有如下定理
.

定理 1 若矩阵 A
,

B 和 K 已给定
,

则矩阵方程组 (8) 有无穷多个非零解
.

‘

一
、 、

一一
, . 一 、

一
. ‘

.

一
, _ _

,

一 一
、 . ,

_

。 _
~

, ,

一
、 , , , 、

二
、 _

, ~
,
_ 一

、 _

、 , , ,
_

* 、。 , 、 .

1
证 注意到式 (8 )是以矩阵 尸 的元素为未知量的齐次线性方程组

,

且方程的个数为音n(
n

~ 一
‘

助 ~ 产
、 、 “ ’

~ ~
产
卜 ”

‘ ” 矽 了 “ 刁”

一
’-

一 ~
” ‘ 尹 ’ 犷 、

~
’

一 ~
’

一~
’

一 ~
’

一 一 ‘ ’

~
’ ‘

2
’ 一 ”

‘
-

一 ‘_ ~
, ,

_

* 、 , , _ 、 ,

1
,

二
、

一 ‘_ 。 二‘ 人

~
.
卜

一~ 一
人

~ 、 人
~

, 卜 二 。 ~ 一
、。

~ ~一 ‘’
,

未知量的个数为言
”‘” + ‘’

,

未知量的个数比方程的个数多 ” 个
·

因此
,

由线性方程组理

论可知
,

式 (8) 存在无穷多个非零解
.

定理 2 若 尸 为式 (8) 的非零解
,

K K
T

非奇异
,

则矩阵 Q 和 R 由下式确定
,

即

Q 一 尸B K 一 (A
T 尸 + P A )

,

(9 )

R = B T P K
T
(K K

T
)
一 ‘ ,

(1 0 )

且如此求得的 Q 和 R 为对称矩 阵
.

证 由式 (7 )即得式 (9 )
.

因 尸 是式 (8) 的非零解
,

故由式 (7 )知 Q 为对称矩阵
.

由式 (4) 有 R K 一 B 丁尸
,

将此式右乘 K T ,

则由 K K
T

非奇异可得式 (10 )
.

再将此式左乘 K
T ,

得

K
T R K 一 K

T B T P
,

上式 中
,

因 尸 为式 (8 )的非零解
,

故其右边为对称矩阵
,

因而 R 也为对称矩阵
.

设 (A
,

B )为能控对
,

由定理 1 和定理 2
,

可得选取矩阵 Q 和 R 的步骤
.

(1) 按极点配置方法〔l , ,

选取矩 阵 K
,

使闭环系统式 (6) 具有事先指定的极点 {几
1 ,

⋯
,

凡
.

}
,

并适当选取林
1 ,

⋯
,

凡 }
,

使 K K
T

非奇异
.

(2 ) 将 A
,

B 和步骤 (1 )中求得的 K 代人方程 (8 )
,

求得矩阵 尸
,

此时矩阵 尸 中至少有
, ,

个

元素是待定的
.
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(3 ) 将 A
,

B 和 已求得的 K
,

P 代人式 (9 )
,

(1 0 )
,

求出矩阵 Q 和 R
.

(4) 上面求得 的矩阵 尸
,

Q 和 R 不一定是正定或正半定矩阵
,

这时还须适当选取 尸 中待定

的元素
,

使 尸> 0( 或 尸) O)
,

Q > 0( 或 Q) O )
,

R > 0.

3 举例

例 1 给定二阶系统

厂3 5刁 厂0 ]
x = 1 .x 十 1 lu

,

匕0 2 习 L l 」

该系统是完全能控的
,

但开环系统不稳定
,

其开环极点为 {2
,

3}
.

设希望的闭环极点为 {一 2
,

一 4 }
,

求矩阵 Q 和 R
.

(1) 不难直接求得反馈增益矩阵为

K = 仁7
,

1 1〕
,

K K
T
= 1 7 0 举 0

.

(2 ) 将 A
,

B 和 K 代人式 (9 )
,

解得

「
_

7 ]
} P ll 百万P 况 }

尸 一 } “ {
} 7 }

L五 p 2 2 p 2 2

」

(3 ) 将 A
,

B 和
,

P 代入式 (9 )和式 (1 0 )
,

得

。 1
_

找 一 写
.

万P 2 2
·

1 1

一

l
eellllJ

P
一a

�丝
2 2
一 6 P

i l

万九
2

7
_

2 2
一 匕P 12 不不P 2 2

1 1

PP
49一1142一n

厂|||||||1
.

一一Q

( 4) 为使 p
,

Q 和 R 为正定 矩阵
,

应适 当选取 Pl
, ,

九
2

.

由正定性 判别定理 〔4〕 ,

可知 尸> o

Q > o 和 R > 。时
,

Pl
, ,

八
2

应满足的条件是

P
, ;

> 0
,

1
·

3 5 P
l l

< P
Z :

< 1
·

7 1P
l l

·

例如
,

若取 P
Z :

= 1
.

5 4 P
, 1 ,

P
l l

> 0
,

则有

P
1 1

9 8 P
lz

0
·

9 8 p
l l

]> 。
,

Q 一 [
l

·

5 4 P
l l J L

0
.

8 6 P
z l

0
.

8 8 P
z z

0
.

8 8P
l l

0
.

9 8P
l l」

> 。
,

R 一 0
·

“p
1 1

> O
·

门

尸|

I
J

一一
尸

例 2 给定如下三阶系统

U

冈!以|日

+X

�||||||||!J,上�口0几!阳|以

一一X

该系统是完全能控的
,

但不稳定
,

其开环系统极点为 {1
,

合
(1 +

厅
设希望的闭环系统极点为 {一 1

,

一 2
,

一 3 }
,

求矩阵 Q 和 凡

( 1) 不难求得反馈增益矩阵为

K = 「5 1
,

一 2 4
,

3 2 ]
,

K K T
= 4 2 0 1 护 0

.

(2 ) 将 A
,

B 和步骤 (1 )中求得的 K 代入式 ( 8)
,

解得

1
, .

代二丁 又1 一
乙

丫了 ) }
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) 一 P
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九
4一73

一 不 , P 33 一
J

n�口PPPP
尸 一

⋯
{ 5 1

了
_

}下二下 欠P 3 3

匕 0 0
一 P韶 ) 一 P 12

3
一 不子P 33

J

4
一 不 P 22

J
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( 3 ) 将 A
,

B 和上面求得的 K
,

P 代入式 ( 9 )
,

( 1 0 )
,

得

12 q l Z q 13

22 q 2 2 q 2 3

23 q 2 3 q 3 3」
n l

,

式 = 下二下 又P 3 3
一 P 2 2 少

,

O 0

冈|冈|吻

一一Q

其中 ql
l
-

3 5 7
, 、 八

,
。

一了
-

Lp
3 3
一 p 况 ) 一 乙p l一

十 乙P 1 2 ;

O
q z Z

1
,

_ ~

=
.

万 气l乙P 3 5
一肋P : 2 ) ; q 3 3 =

了

4 6 1

2 8
( P

3 3
一 P

2 2 ) + 2P
I : ;叮, :

一

1
, , _ _ , _ _ 、 。

百 又1 匕 i P : 2
一 I O U P 3 3 , 一 乙P 1 2

了

1
, , _ 。 _ , , 。

,

; q 一3
一 万万L l 勺乙匕p 3 3

一 1 匀石 I P : , ) 一 P l l
十P 1 2 ; q 2 3 =

J U
粤( 1 0 0 , 2。

一 9 3 ,
3 3

, 一

t

P
12

·

q 1 3
=

( 4) 为使 尸 > 。
,

Q > 0
,

R > 0
,

应适 当选取 Pl
, ,

九
2 ,

九
3

和 P1
2
四个 待定 参数

·

例如
,

若设

O
, 9 2 3

= o
,

则有

P
l ,

78 1

5 6
( P

s 3

一 P
: 2

)
,

P
1 2

1
, , _ _ 。 。

= 下丁 气I U U P Z :
一 丫J P 3 3 少

·

J

于是
,

矩阵 尸 和 Q 化为

,

一1111巨I

es
‘

esweesesesesesweesJ7 8 1

5 6
( P

3 3
一 P

o Z
) 会(‘0 0 p

, 2

了

1
, _ _ _

_
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_

日乃P 33 ) 不下 气l 甘勺P 3 3

一 匕勺 I P 2 2 )
Q O

粤(‘Oo p 况 一

J

9 3P
3 3

) P
2 2

1
, ,

一 下
.

又住P 2 2
十 J P 3 3 少

I

磊
( 7 9 5 ,

3 3

矗
( 6 6 3 ,

2 2

一 8 5 lP
2 2

)
1

,

一 不二L住P 2 2
十

I

3 P
3 3

) P
3 s

5 5 1P
3 3

)

Q
1

, 。 。
.

二丁 气j 0 P 3s

了

4 3 P
2 2

)

令
( 3 6,

3 3

令
( 7 2,

3 3

一 4 3 P
z 2

)

一 8 6P
2 2

)

熹( 3 3 9 p
2 2
一

乙 O

2 8 3 P
3 3

)

此时
,

不难验证
,

尸> O
,

Q > O 和 R > 0
,

九
:

和 Ps
3

应满足的条件是

P
2 2

> 0 , 1
·

1 9 4 5 P
2 :

< P
s :

< 1
·

1 9 7 9P
2 2

·

若再设 九
3
一 1

.

1 9 6九
: ,

九
2

> o
,

则有
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一 1
.
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0 8 4 P
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.
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.

0 16 P
2 2

0 0
.
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.
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.
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R = 0
.

0 0 3 5P
2 :

> O
·

特别地
,

取 八
2
一 2 8 0

,

可得

0>

刁
lt.

we
ee
we
.1

9�

一

卜淤黛
一

滞攀
5

:
2

12 4 9 9
.

1

一 3 1 0
.

3 5

3 5 2 3 3 4
.

8 8

> 0
,

R ~ 0
.

9 8 > 0
.

4 结束语

本文对连续定常线性系统最优调节器的逆问题
,

给出了一种选取加权矩阵 Q 和 R 的简便

方法
.

其优点是
,

反馈增益矩阵 K 按极点配置方法确定
,

使闭环系统具有要求 的动态特性 ;加

权矩阵 Q 和 R 的选取 只须进行简单 的代数运算
,

避免了最优调节器设计中求解代数 Ri cc at i

方程的麻烦
.

而且由于矩阵 P 含有未定元素
,

使矩阵 Q 和 R 的选取具有一定的灵活性
.

另外
,

如果加权矩阵 R 给定
,

上述方法仍适用
.

只须将确定 R 的式 ( 1 0) 改为新增加的条

件 P B K = K T R K 即可
.
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