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摘要 提出解四阶抛物型方程
u ,

十价~ = 。的一个三层显式差分格式
.

其稳定性条件和局部截断

误差分别为
r ~ 山 /“< 1 /8 和 O (山

2

+ 酝
‘

)
.
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考虑下列四阶抛物型方程初边值问题

鱼
津

(O < x < 1
,

0 < t < T )
,

u (x
,

O ) ~ f (x ) (O 镇 x 簇 1 )
,

护“
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(1 )

1 9 6 0 年
,

C a y 二b
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在文〔1〕中对四阶抛物型方程 (l) 构造了一个显式格式
,

但局部截断误差仅为

O (配 + △
月

x 艺)
,

精度太低
; 他又提 出了两个隐式差分格式

,

其局 部截断误差分别为 O (△护+ 公
“
)

和 O (山
“

+ △x ‘
)

,

但需解线性方程组
,

计算量太大
.

针对上述存在问题
,

本文构造了一个三层

含参数的显式差分格式
,

从而避免了解线性方程组
,

且其局部截 断误差高达 O (△tz + 此
‘
)

,

是

高精度格式
,

而其稳定性条件为 一“ / △X ‘

<
音

·

数值例子表 明该格式是有效的
·

1 差分格式的构造

设时间步长为 △t
,

空间步长为 △x
.

网域 由点集 (x , ,
t

,

) (j 一。
,

1
,

⋯
, ,

I ; , ;
一 。

,

1
,

2
,

⋯ )所组

成
,

其中 x , 一j七
,

△x 一
,

厂
‘,

t
二

一 n △t
.

又设
二
~ 山 / △尹 为网格比

.

初边介条件的离散化处理 同

文〔1〕
,

从略
.

用如下含参数的差分方程逼近微分方程 (l) 有

,
。 竺二

~

行
一

生 + :
,

鱼轰‘三
‘山L

+ 甲
:

a立“罗

气井星
十 :

3

‘
气严;

+ 夕
1 ‘兰开

~

竺盆 +
’

夕
△劣 4

占色“烤一
1

十 甲
。

六二丁 一 O
,

‘山工
-

(2 )

其 中 衅 表示
“ 在节点 (j △二

.
, , △ , )上的值

,

灵表示关于 二 方向的四 阶中心差分算子
,

即

本文 1 9 9 6
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a生u 丁= u 丁+
:
一 4 u丁+

:

十 6u 罗一 4 u 了
一 ,

十
u

了一
: ,

而 甲
*

(k ~ 0
,

1 ,

2
,

⋯
,

6) 是待定参数
.

通过适当选取 这些参数
,

可 以使差分方程 (2) 逼近微分方

(l) 具有尽可能高阶的离散误差
,

而且有较好的稳定性
.

当微分方程 (1) 的解充分光滑时有如下关系式成立
:

7 + p u

决 ,
上

)户

将 (2) 式中各节点上的
u

经整理得

= (一 1 )
q
护

q + 户u

a刃4q + 户 (p
,
q ~ O

,

1
,

2
,

⋯ (3 )

在节点 (j △x , n △t) 处展开的 T a ylor 级数代入
,

并利用关系式 (3 )
,

、

撇
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。
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1
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3
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5
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.

1
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.
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+
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3
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+
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3
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1
, “X ’
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及老2 浇

1
, _ _ 、 ‘ ,

护u .

1
, _ _ 、 * 、

.
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~

又叭 十 叭少。￡
一

不下 州卜 下
~

气,ll 一 ,la 夕。x 。刃不不万
O 以之 ‘ 〔上之 ‘尤
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1
, _

一 万、,ll 十 v 3 少“盯
-

护u

及乙 2浇 艺

1
_ ‘ * ,

乎u

一 兀丁叭‘以 。工
一 又丁干玉

O J 伏之

+ O (△t Z

+ △￡ 4

+ △t△x 3
) = 0

.

(4 )

上式中的切
5

十 专
6
)可以是任何非零常数

.

因 △ , ~ O (△x ‘
)

,

故 O (△护+ 公
‘
+ 山△x 3

)一 O (△‘
2

十

△x ‘
)

.

而为了使截断误差阶达到 O (△护+ △x 4
)

,

只需下列诸方程同时成立
:

(5 )

、|

|
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!
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+ 夕
,

+ 夕
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+ 刀
:
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,
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,

1
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八
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,
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乙

告
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1
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3

, 一

告
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解方程组 (5) 得

1
, _ . _ 、

1
几一 又V l

十 V 口 一 下
一

叭 一 U

任 O

亏
。
= 刀

,

夕
1
= 亏3

2
下

~

十 V
O

,

,
、

一
,

,

且 :
。
一 ,

。
一冬

乙

(6 )一一叭
1一6

一一

将式 (6) 代入式 (2) 得两层十点隐式格式为

u 了+
,

+ (4 + 3 r
占土)u 罗+ u罗一

1
= u了不l + (4 一 3 r 母立)u了一

‘

+ u了二;
,

(7 )

其局部截断误差为 O (△产+ △x ‘
)

.

格式 (7) 亦即文 〔1〕中 P
.

1 52 中给出的 夕一 1 /6 的格式
,

即
, _

.

”+ 1
_ n l 戈4 /

_ ” + 1 卫
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. 才 。 , , . 1 卜父 、 “ 少
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~
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~
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~
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- ~

O ‘山 乙 乙 ‘泊
.

又丁

为了得到显式格式
,

将式 (5) 中最后一个方程丢掉
,

然后从其余 5 个方程得

(8 )

、|

|
|
‘

、
.

l
.

es
ee
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1

,
,
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:
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.

:
。
一 1 一 :

.

头

O

将其代入式 (2) 得三层 1 1 点显式差分格式为

: )乙‘: 十
1
一 (

告
一 2 : )“ : 一 (

卜
, ) ,

,

占:
! 艺

: 一

二
(
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言
+ , )· :

一
:

r
“1lt :一 +

音
(U : ; + U : :

(9 )

其局部截断误差也是 O (△护+ △x ‘
)

.

2 差分格式稳定性

定理 1 二层隐格式 (7 )绝对稳定
.

证明 据 Fo u r ie :
分离变量法

,

取 ‘ = 刃 e ‘, ,
(i~ 了二丁

,

I夕!<
二 )

,

代入式 (7 )得传播因子 为

G (夕) =
4 一 4 8 r s 4

+ Z e o s夕

4 + 4 8 r s 4

+ Ze o s s
’ (1 0 )

其中

相符

夕 _
, 、 _

, ,

_ _
_ . _ , , , _ .

_ _ 、 . _
.

、

_
二

“一 “, n
万

,

显然盯仕息 0 与 r夕 0 均有 !‘ (的 }乓 1
,

从血裕式 (7) 绝对稳足
,

这与文 〔1〕结论

定理 2 三层显式格式 (9) 稳定的一个充分条件是

一 1 。
_

,
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1 2 r 一 1
、
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、
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,

扫
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_
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_
,

_

证明 当 专并资时
,

三层显式格式 (9) 等价于如下两层方程组
:

一
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一 “ 2 ” J ’

一
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1
一
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,

1
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一
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V 罗+
‘
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·

由稳 定性分析 的分离变 量法
,

取 ‘一 u
, e ,

,

v罗一 沪
e ijs (i

(1 2 )经整理得

一 护二丁
,

}川 < 动
.

代入式
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一

⋯段: 洲
一

⋯蓉 (13 )

其中
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4
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G
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,
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0 _ ,
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,

乙 一

由传播矩阵

。 (s ) 一
)
“ 11 ‘ 1 才

{
,

汇G
: I G : :

少
(1 5 )

得特征方程为

不 一 G l l又 一 G 抢 一 0.

引理 l 〔幻 方程 (1 5) 的两根按模小于等于 1 的充要 条件为

}筑
1

1毛 1 一 G
l :

镇 2.

(1 6 )

(1 7 )
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而在特征方程 (1 6 )中
,

当 , < 粤时
,

欲使
乙

。
,

2 尸 ,

1
. _ 、 二 _ _

。 ,

1 , ,

1 一 。 比 一 1 一 不一一一万不匕匕歹 十 V 少 一 l b r 军O 一

十 百 c 0 S U 」
1

一
乙 ,I U O

1

1 一 2刀
〔专

_ _
_

。 ,

2
, , , _

一 生V 十 j 乙r TI O 工

一 万 c o s U」乓之 艺
,

O
(1 8 )

~ 、一 2
_ .

_ , 。 ,

2 , / _

一
尽iJ胜 1义万 一叨十 J 乙r刀。

-

一万 c o s 夕哭 乙一 4 V
一

飘
口 口

3 2r

移
‘

+
告
“

2

、 2
·

(1 9 )

而式 (19) 成立 的充要条件 为

, 1 一
_

/ 1
v 夭 万 且 军气孤

·

(2 0 )

又在 , < 粤时
,

条件
乙

}G
1 1

2
. ,

1 ,
_ _ 、 , _ , 二 _ 、

门
J

l

~ 万一一一万不 队万 一 乙V 夕 一 l b r

以 一 列。 ’

一 百 c o sal
1
一

乙 ,I Q O

簇 1 一 G I :
-

。 ,

1 ,
_

二
_ _

。 J

l
乙又万丁 一 乙乍 十 l b r 刀O

-

一 下干 c o s U 少
O O

l 一 2夕
(2 1 )

,

1 。 _ , , , _ 。 ‘

1 。 、

/ 1
。

_ _ , _ , , _ 、 。 ,

1

一 气
.

万 一 乙 ,l 一 I O r ll。
-

一 万丁c o s 口 少 乏灸 不
~

一 乙,l 一 l b r 以 一 V 少O
’

一 下丁C O S a
d 0 0 0

/ 1 _
_ . _ _ _

。 ,

1
乏之之

~

万 一 乙V 十 l b r 军O ’

一 下二c o s认
a O

(2 2 )

式 (22 )右端不等式对任意
r > 。都成立

,

而左端不等式即为
_ _

, l 。 月 』 , . _
_ 、 。 J 、 ,

。 _ 。
_ _

,

V 尧之;

下
目

0
-

一 住r 又1 一 乙V 夕O
’ ,

V 己 七 L一 1
,
1 少

O

(2 3 )

上式成立的充分条件是式 (1 1 )成立
.

显然
,

当式 (1 1) 成立时必有 专< 0
.

所以条件 (1 1) 强于条

件 (2 0)
,

因此
,

式 (1 1) 是 引理 1 条件 (1 7) 成立的充分条件
.

故由引理 1 知
,

特征方程的两根按

模小于等于 L

引理 2 〔3 , 差分格式 (9 )稳定
,

即矩阵族 G
”

(S
‘

) (S
’

任 [o
,

2〕
, , 2

= 1
,

2
,

⋯ )一致有界的充分
决 ,

~ ,
,
、

, , 、 . 、 .
/

二 , _ 、 、 , . , , , 动

1
. _ 、 . , _ . , 、

.
, 、

~
_ , , .

_
_ _ 、 , . _ _ _ _ 、

_
_ _

必 要条件
‘
( ‘’!“卜

:

l簇‘, ( ‘ )N 蕊((‘一念IG
l l

+ G : :

l
“
)
“
) n N 丢( . (G

l l
一 G 。:

)
“

+ 4 G , :
G

: 1

1’二N 若

((G
, :
一 G

l :
)
“
)门N 若((G 釜

:
) )自N 合((G 盖

1
) )

,

其中 N 若(f (S
‘

) )表示多项式 f (S
’

)在区间〔o
,

2 ] 内

所有实根的集合 (重根要重复计 )S
‘

~ 1一 c os 夕任〔0
,

2〕
.

(即 S ~ S in
0 _ 尸

几二 七 }一 1
,
1 })

.

乙 一 一

前面 已验证引理 2 的条件 ( I )成立
.

下面考虑 引理 2 的条件 ( I )
.

因为 位
1
一 l

,

所以 N 盖

((G ;
:
) )是空集

,

故条件 ( , )成 立的充要条件是使 1 一半
G ;

,
一 c

,

+ 4 G I :
一 。成立的 :

·

或者不
“

一一
一 ’一

~
、 “”

‘
- 一

‘

一一
州 “

‘

~ ~
‘ 、

”
z

~
’

~
一

4 一 ‘ 上 一 ‘ 止 ’

一 “ 一 ‘

~ 一 ~
一 ‘

八 曰

存在或者不属于区间[ 0
,

2〕(即 S 百「一 1
,

1〕)
.

由

1 一 少G f
l

一 。

4
(2 4 )

解得 鲜
l
一 4

,

将其代入 (;f
,

+ 4 G , :
一。得 G , :

- 一 1
,

由此进一步推得
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2 4 r
7 5

2
)S

艺
= 2 (2 5 )

当 1
。

:

一轰时
,

式 (2 5 )的左式 一

‘ 任 I

李(1 一 5
2
)5

2

护 2
,

故式 (2 5 )不成立
; :

。

j

_ 1 _ ,
_

,
_ _ 、

一
v夭一泛万牙叼

,
又乙匕少立

一
_ 4

, 二 。 , 、

。 。 , 4
,
。 二‘ 一

, 。 尸 、 以
.

一小 一
。 。

1 / _ / 八

、
,

~
、

、、 / 4
, , . 八 、

酬
工又<

、 不万气1 一 O 一
) O ~

众
、

二干节 乙巾又丁气气的用乙刁习1狡二乙 ; J 一 万不二吸、 ,l久
、 U 口比八 乙。 / 亡亡 工、之溉不

~

气1

宁 U 少。
-

一
j J 乙 任 1 0

:
名

、
告
、 2 ,

故式 (25 )也不成立
.

由此可见
,

在条件 (1 1) 成立的前提下
,

使式 (2 4) 成立的 S
’

百 [ o
,

2」(即 S 百〔一 1
,

1 ] )
.

由引

理 2 知
,

在条件 (1 1) 成立时格式 (9) 必稳定
.

3 数值例子

解四阶抛物型方程混合问题

鱼
津

= O (0 < x < 兀 ,
t > 0 )

u (x
,

O ) ~ 5 in x (0 < x < 兀 ) (2 6 )

“ (。
,

, ) 一 奕(。
,

, ) 一 。 (二
,
才) 一 垒(兀

,
, ) 一 。

·

(才 > 。)

〔丈石 “ (权了
~

其精确解为
u (x

, t ) = e 一 ‘5 in x
.

利用格式 (1 9 )进行求解并与精确解列表 比较结果
.

(2 7 )

_ 7r
_

_ _ _ _
_

_ _ _
.

_ 。
_ 二 _ 、 _ _ 一 1

, , .

, L

一一
, 。 、 二 ‘

~ 一 。
, 山 、, _

_

/
取 △x 一 不二

,

△t一 ,
.

, 甘, X I U
’ ,

士足
, r
一U. I U 乙 b 匕夭 下丁

.

扛乙口」怡工从L廿少阴 忆户五余 1十 夕牙 刀乏溉
I U O

一 0
.

4 3 2 10 4 1
·

⋯

边界条件处理 同文〔1〕
,

即用 中心差商代替微商
.

于是
,

有 诚一心一 0
, u 仁l

- 一 ‘
, u 几十

,
-

一 u 孙一
,

·

而初始条件则用直接转移法得 司~ s in j△x (j ~ o
,

1
,

2
,

⋯
,

J ; , ,
~ 。

,

1
,

2
,

一 )
.

又本文所构造的显格式 (9) 是三层格式
,

除了初始层 网格函数值 已知外
,

尚需用其他方法

先算 出第 1 层网格函数值
.

为方便起见
.

我们按精确值进行计算 (实际计算可用同精度的二层

隐格式计算第 1 层的值 )
.

然后按格式 (9) 计算到第 50 。层的结果列表如表 1)
.

表 1 △二一 二
/ 1 0

,

山一 9
.

9 9 9 x lo 一‘ , r 一 0
.

1 0 2 6 5 和
, ‘~ 5 0 0 的数据表

显 式 格 式 (9)
二 精确解

—
夕= 一 0

.

4 5

0
.

1 8 7 4 3 7

夕一 一 1 甲- 一 4 刀= O

二
/ 1 0

2二 / 1 0

3 二 / 1 0

4 下 / 1 0

5万 / 1 0

0
.

1 8 7 4 3 7 0
.

1 8 7 4 3 6 0
.

1 8 7 4 3 2 8
.

5 6 5 3 8E 十 9 5

0
.

3 5 6 5 2 7 0
.

3 5 6 5 2 7 0
.

3 5 6 5 2 5 0 3 5 6 5 1 6 一 1
.

6 6 2 9 2 3 E + 9 6

0
.

4 9 0 7 1 7 0
.

4 9 0 7诬7 0
.

4 9 0 7 1 5 0
.

4 9 0 7 0 3 2
.

2 4 2 4 5 E + 9 6

()
.

5 7 6 8 7 3 0
.

5 7 6 8 7 2 0
.

5 7 6 8 7 0 0
.

5 7 6 8 5 8 一 2
.

6 3 6 1 5 E 十 9 6

()
.

6 ()6 5 6 0 0
.

6 0 6 5 5 9 0
.

6 0 6 5 5 7 0
.

6 0 6 5 4 2 2
.

7 7 1 8 2 E + 9 6

由表 1 看出
,

格式 (9 )在 夕- 一。
.

45
,

一 1
,

一 4 时的绝对误差达 1 0 一 5

至 10 一 ‘
.

可 见格式 (9 )

的精度是很高的
.

然而
,

夕一 。不满足稳定条件
,

计算结果也不稳定
.
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表 2 分别给 出 r
一百

,

专- 一 0
.

4 5
,

。
,

一 1
,

一 4 时的值
.

由表 2 看 出
,

此时虽然
r 一 1 /8 不满

足稳定条件
,

但当 夕- 一 4 时仍稳定
,

而当 夕~ 一 1
,

一 0. 4 5
,

。时则不稳定
·

表 2 △x 一 二 / 1 0
,

△z 一 1
.

2 1 7 6 火 1 0 一 3 , r = 1 / 8 和
, : = 5 0 0 的数据表

显 式 格 式 (9)
x 精确解

专- 一 4 甲一 一 l 专= 一 0
.

4 5 甲= 0

二 / 1 0

2二 / 1 0

3 二/ 1 0

4 二/ 1 0

5 二 / 1 0

0
.

1 6 8 1 0 5 0
.

1 6 8 0 9 8 1
.

0 0 2 3 6E + 2 6 7
.

7 8 0 7 lE + 6 9 1
.

8 1 6 6 5E + 1 7 6

0
.

3 1 9 7 5 5 0
.

3 1 9 7 4 1 一 1
.

9 0 6 6 1E + 2 6 一 1
.

4 7 9 9 8 E 十 7 0 一 3
.

4 5 5 4 7 E + 1 7 6

0
.

4 4 0 1 0 5 0
.

4 4 0 0 8 5 2
.

6 2 4 2 2 E + 2 6 2
.

0 3 7 0 2E + 7 0 4
.

7 5 6 0 5E + 1 7 6

0
.

5 1 7 3 7 4 0
.

5 1 7 3 5 1 一 3
.

0 8 4 9 6 E + 2 6 一 2
.

3 9 4 6 6E + 7 0 一 5
.

5 9 1 0 7E + 1 7 6

0
.

5 4 4 0 0 0 0
.

5 4 3 9 7 5 3
.

2 4 3 7 lE + 2 6 2
.

5 1 7 8 9E + 7 0 5
.

8 7 8 8 0 E + 1 7 6

上述事实进一步说明
,

格式 (9) 是 条件稳定的
,

而条件 (1 1) 仅是稳定的充分条件
.

本文承蒙陈旭东同志协助上机算题
,

特此致谢
.
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