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参数表示下的拟共形映照
‘

黄 中

(华侨大学管理信息科学 系
,

泉州 36 2 0 1 1)

摘要 改进了 R ei ch 关于单位园内拟共形映照的一个偏差定理
,

其应用给出了在参数表示下 N 类

拟共形映照的伸缩商的更好估计
.

关键词 拟共形映照
,

偏差定理
,

拟共形扩张
,

参数表示

分类号 0 1 7 4
·

5 5

给定单位圆 刃 ~ 弋引 !zl 一 1 }到 自身上的保 向同胚映照 抓 z)
,

B e盯lin g 一
A hlf or s 〔‘〕

首先给

出 沪(z )具有单位圆盘 D 一 {z }}zl < l} 上的拟共形扩张的充要条件
.

后来
,

D ou
a d y

一

E a rl e 〔幻发

展 了一个新方法
,

证明了
:

若 抓z) 具有到 万 内的拟共形扩张
,

则

抓如 一 。 }d引
1 一 面抓夸) }g 一 z }

“ 一 O
, z 任 D

,

(1 )

户

I
J泊

唯一确定一个 D 到 自身上的拟共形映照 E (必
.

R e ic h 〔
, ,发展了夏道行

〔。的参数法
,

构造出具有相同边界值拟共形映照的参数表示
.

对于

构 造出 来 的 拟 共 形 扩 张
,

估 计 其 最 大 伸 缩 商 是 一 个 共 同关 注 的 问题
〔5一 7〕

.

它 除 了在

T ei o hm llll
e r 空间理论 中起重要作用外

,

本身也是很重要 的
.

本文研究拟共形 映照的一个偏差

定理
,

然后应用于参数表示下 N 类拟共形映照
,

给 出其伸缩商的更好估计
.

1 R e ie h 的参数表示法

令 Q 是 D 到 自身上的拟共形映照全体
,

户 任Q 表示 f (z) 是以 川z) 为复特征
,

具有标准化

尹 (0) 一 。
,

户 (l) 一 1 的拟共形映照
.

R ei o h 〔3〕
的参数法是这样构成 的

:

给定 f (z) 一户 (z)
,

确定

正数 T
,

使方程

d。 / d t = F (。
,
t )

,
。 (O) = z ,

O 簇
t 毛 T

,

(2 )

具有唯一解 。 ~ f (z
,
t )

,

并满足 f (z
,

T )一 f叹z)
,

然后再利用变换

F
·

(田
, , ) 一

{
R (田

,

: )F (:
,

, ) }d : }
,
田 。 D

,

(3 )

这里 R (。
,

妇是与 F (。
,

t) 无关的核函数
,

最后求出

架
一 :

·

(田
, · )

,
田 (。,

一
。簇 ‘簇 T

,

(4 )

带
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的解 。 ~ f
“

(z
,
t )

.

这样
,

f
‘

(z
,

t) 满足下列条件

f
‘

(z ,
t ) 任 Q

,

f
‘

(z ,
t ) }。 = f (z ,

t ) }。
, t ) 0

·

若记式 (4) 的解为 八f 一广
,

则 M 是 D 到 自身上的线性变换全体
,

B (D )-

(5 )

{甲(z ) }甲(
z )任

L
‘
(D )

,

沪(z )在 D 上解析 }
,

N (D )一 {‘(z ) }‘(z )任L oo (D )
,

B (D )成立 }
.

设 。= 户
‘” (z )任 Q

,

令

‘(z
冲(z )d x d夕 ~ 0

,

对于 尹(z )任
汗日刀。

产 (z
,
t ) ~

e ,

一 1 尤 (z )
e ‘

+ I k

z 任 D
,

(6 )

其中 无= (尤一 l ) / (兀 + i )~ !{
‘ (z ) 日。

.

若取 T 一 lo g K
,

令 f (z
,
t )一户

‘z , ‘, (z )
,

则 f (z ,
t )是

e ‘-

拟共形映照
,

而且确定一个 D x 哎t) 0} 上的复值函数 F (。
,

t) 满足方程 (2 )
.

R ei o h 〔
3〕
证明了下列

定理 A
.

定理 A 方程 (4 )有唯一解 w ~ f
.

(z ,
t )= A f (z ,

t )
,

(0《t成T )
,

满足
:

(1 ) A f (z ,
r ) !。

一 f(
z ,

t) }。
; (2 ) A (g

·

f) 一 g
·

A f
,

对任何 f 任Q
,

g 任M 成立
; (3) 若 f 任Q 是 K

一

拟共形

映照
,

则 A f 是 K
3 一

拟共形 映照
.

基于极值拟共形映照理论的一个 引理
〔幻 ,

对于 以z) 任 N (D )
,
t> o

,

汁
。

,

存在 [ 1 + o( t )〕
-

拟共形映照 f (z )任Q
,

满足 f (z ) }。一广
“ · , (z ) }。

.

特别地
,

当 ‘(z )一 k e ‘e

时
,

R e ie h 〔
, 〕还讨论了

它的精确性
.

作为定理 A 的应用
,

R ei o h即证明了下列定理 B.

_ _
_ 一

、
。

、
_ _ _

_
、 , 、

“
八 _ ‘ _ 、 , 、 , , 、

1

足理 ” 右仗
K仕 )七八 ‘刀 ), J 仕

,

t) 一厂
“

‘ 一、一 ‘

快 少
,
左忱 ) 一飞

e ,

一 l

e t

+ l
t) 0

,

那么
,

A f (z
,
t )

是 抓 t卜拟共形映照
.

抓t) 满足下式
,

即

甲(t ) 一 l + o (,号)
,

, ~ 0
.

为了证明定理 B
,

R ei c h 〔3 ,
证明了下列关于拟共形 映照的偏差定理 C.

定理 c 存在一个仅与 k (0 < k < 1) 有关的函数
。(k )

,

满足下式
,

即

1im ￡ (k ) = 0
,

(7 )

(8 )

使得对于 厂任Q
,

f (0 )一 。
,

!几 /人 I毛k < 1
.

若 口 (z) 是 L ” (D )上的任意可积函数
,

满足下式

井
“(· , d X d , 一 。

,

,“ (· , , 簇 ‘
,

且
二 (· ,“ (· , d X d , , 镇 ·(‘,

,

(9 )

(1 0 )

一一
, , 、 ,

2 兀
.

_ 、 工 , 二k Z r 4
(1 / 4 )

.

1 + k 揍 。 。 , . , :‘ 、, , ,

* 八
,
、

、 舒
, 、, 了。 一 , : 、

_
其中

。(k) 一 (;止气
几 + 2 7r) 认一兰污二 + 二止老卫 10 9 令

一

决 )玄
,

特别地
,

当 k 充分小时
,

可以得 : (k) -
~

’ 一
、

~ ’ 、

1 一 k 艺 ’ “
’ ‘ 、

1一尸
’

2 兀
‘
一 0 1一 k ”

确 ~ 切 一
~

’

一
’
一

“ ~
‘ “

“
一 ”

‘

C 了
‘

万
,

C ) ZF 艺
(l / 4 )= 2 6

.

2 9 0 0
·

⋯

2 主要结果

本文首先改进上述的偏差定理 C
,

它本身在拟共形映照理论 中也是很有趣的
,

再利用我

们的结 论
,

给出一个 比定理 B 关于 N 类拟共形映照的最大 伸缩商的更好估计
.

我们将证明下

面的几个定理
.
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定理 1 设 f o Q
,

f (。)一 。
,

}; / ; .、‘< 1 ;
若 “(z )。L 一 (。 )

,

且满足
井
“ (z )d X d , -

0
,

}口 (z ) }簇 l
,

则

且
; (· )“ (Z , d X d , , 簇 “(‘,

,

(1 1 )

~ 一
、 , , 、

/
,

2 冗
. _ 、 工 , 六矿

_ ,

1 + k
,

3 2
. ,

1 + k
、 工 ~ 。

.、 ,
.

1 _ 、 . , ,

一
, 、 . _ .

_
. 、 .

其 中 占(k) 镇行二炭万+ 2幻六 不兰下三十 81 0 9 争
二
笼十若 fo g Z

专二
we
笼)氮 特别地

,

当 k 充分小时
,

可以
了、 ’ 一 、 ~ ‘

~
、

l一尸
’

一
‘ 、

l一kz
’
”
一。 1 一k

’

冗 ‘一 6 1 一k”
’切

~ ~
’

司
‘、 /

一
’

J
’

” J ” 切
切

得 古(k )( 1 4
.

2 了蔑几

一 ~
_

、
。 , . 、

一
、 , ,

~
、 , , 、

“
, 、 , ‘_ 、 , , 、

1 e t

一 l
、

二 ~
、 二 、 . , _ _ _

_
.

定理 2 设
‘ (k ) e N (D )

,

f (z ,
t )= 尹

“ , x ‘工 , , k (t ) ~ 令 千下泞
,

这里 k 一 11‘(z ) 11co
,

t李0
,

则
~ 一

一 ~
’ 一 “ ’ 一 ‘

~
一 ’ “

一
‘ ’ 了 、 一

’ 一 ‘ 子 ’ ‘、 、一 ‘

k e ‘+ l
’

~ ~
‘

”
, ” “‘ 产 ”

co
’ “

一
“ ’

外切

八f (二
,
t )是 。(t )

一

拟共形映照
;
且当 t 足够小时

,

有 。(t )一 (1 + 4
.

6 t晋)/ (l一 4
.

6 t普)
.

为了证明我们的结论
,

需要用到下列引理
.

引理 1 对每个 D 到 自身上的拟共形映照 f (z)
,

存在 杯z) 任M
,

使
. , , 、 , 、 .

, 4
. , 二 . , 、 , , . , 、 一 ~

IJ 、z 少 一 扒 z 少 l、 万 , 0 9 以 一 左刀 气1 一 幻
, z 七 刀

, (1 2 )

成立
,

其中 k一es ss u p l几 /人 1
.

引理 1 的证明见文 〔1的
.

二任D

引理 2 对于每个 y (z )任M
,

7 (z )具有如下形式
,

即

y (z ) 一 e ‘e 三二
1 一

二
,

“之

8 任 R
, a 任 D

,

引理 2 的证明见文 〔1 1〕
.

(l ) 定理 1 的证明
.

若 f e Q
,

I介 /人 I钱k < 1
,

则

井
,人 ”d X d y ( }二

一 ,; 一)d X d , +

万
}; }

Z
d xd ,汀日囚D

一一

毛
兀 + k Z

井
,人 ‘

’
‘x d y

’

因此
,

井
!; ,

Z
d X‘, 簇 ! / (‘一 ‘” 应用引理 l

,

2
,

对于 f (二 )任Q
,

取 抓之 ) ~ e ‘a0乒毕
一 ,

夕
。
任尺

,

1 —
“ Z

!a . < 1
,

使得 ., (Z )一 * (Z ) .、令
10 。(1 + 、) / (1一 * )对 z 任D 成立

.

因为

}人
e 一“ 一 11

Z
d x d y 一且

.、 一d X‘, 一 ZR ·

且
fz 一汽d X d , + ·

( }人 }
“

伴日刀D伴日日囚刀

一一一一
I

几如
。

一 2 兀 +

,几 一, d X d , 一 2“·

井
fz 一 ieo d X d , +

”
d X d , 一 ZR ·

井
「z、一

‘a0 一
哈三瓮

如fzI
“
d X d , + “

);〕d X d , 一 ZR ·

且认母餐髻
d X d ,

一 2 “’
· ’

“

+

且}f ,zl
“
d 二过y 一 R 。 。“晋

一a0 ’

(f 一 e iao 兰二
l 一

三) d牙
尸

I
J

卜

镇 2 二 1a l
“

+ 二k丫(1 一 k 艺
) + 2 兀 m a x If

’

(z ) 一 甲(z ) l
卜 }~ l

由于 f (0) 一 。
,

从式 (1 2) 可得 }川 -
, _ 、 .

, 4
.

l沪火U 少 {哭万 10 9 仁1十左 )/ 以 一左 ),
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, 、 二、2

八 1 一 * 2
) + 8 10 9 (1 + 、)/ (1 一 、) +

臀
10 9 2

(1 + * ) / (1 一 、)
.

又 因 “ 一 ,

彗
f士(· , “ (· , d X d· , 一 ,

梦
(月一

2’。 一 ‘)“ (· , d X d· ,
,

“ H
“

镇

彗
2 ( ,人 ,

2
十

1 )d X d ,

井
.fz

一
1 一d X d , 、 (

击
+ 27t ),

·

从而
,

由式 (1 3 )得

H 簇 叭浮毕哀 + 2 二 )告叭二鱼认+ 8 10 9

粤土毛+ 孕褚李土婆)合
1

-
一 凡 1

— 瓦 1
— 凡 J‘ 1

— 尤

容易看到
,

当 k 充分小时
,

H 簇 14
.

2 丫l
we

.

至此定理 1 证毕
.

当 k ( (: 一 1 ) /( : + 1) 时
, : -

e ‘

别挥器
丝一勃时

,

定理 1 的结论 比定理 c 的结论精确

(2 ) 定理 2 的证明
.

根据假设

l
产气z , 石夕 ~ 左 气t 夕K 气之 少, 沱 又t 少 =

一于-

左

e t

一 l

e ‘ + l
t ) 0

,

由定理 A 知
,

因 f (z
,

t) 一尹(t) ‘
,

是 e’
一

拟共形 映照
,

故 A 厂(z
,

t) 是 est
一

拟共形映照
,

因而 0 (t )是

存在的
.

下面考虑当 t 足够小的情形
.

依照〔3〕的证明
,

我们有

F器(。
,

t) 一
3k ‘

(t )

兀

(‘一 ,· ,
2

,

且
几 (z ,

t )、(z )

[ 1 一 刁(z ,
t )〕

‘d x d y
,

(1
0
1< l)

,

l
七 l< 1

对于 。任D
,

令 g
。

(。)一
众」— J

1一 ‘田

F若(。
,
t ) =

则

3 k ‘
(t )

且
(g 一(f (一 , , , ,

2

人‘Z
,
亡, K (Z , d X d ,

,

(14 )

又对于固定的 t 和 。 ,

取 g一人 z) 〔M
,

使 f0 ~ g
。 。

尹(,) 价
, 。

了一‘任Q
,

且满足 f0 (0 )一 。
,

f0 (1)

一 1
,

且 f0 仍是 e’一

拟共形映照
.

若取 函数 V (妇 ~ v (袱z) )~

}!以z) }! 。 一 k
,

则式 (14 )可写成

y‘ (z )

y ,

(z )
以 z)

,

注意到 }17 (妇

伴川司肛吓浏阅
。

, 、

3 k ,

(t )
厂 石 呵

,

t) - 一不一 (1 5 )

由 、(z )任N (D )
,

V (参) d言d 夕=

几
: (夸)V (夸)d 子d 夕

,

夸= 宁+ i夕
.

丫
2
(z )、(z )d x d y = o

,

从而吓川山取得

。 ‘
洲

T : , , 、 」 。」 , .
_

L ,

厂 。
, , 、

V (妇
」 , 」 _ ,

J o f \ 5 / 犷 气5 / u 、 u ,l l 一 人 } ! 1 J o f 戈5 少 ~ 一万片
~ ( l勺 t t ,l }

·

认J 尺

汗日引
一一

I

}引代 l }‘}< 1

应用定理 1
,

可得

.二: (。
,

, ) . 、
臀
无

,

(, )。(

吞不亏)典
) 立

2兀

2

e 万 + e 一 万

、 , 、 e ‘

一 1
、

少一 0 又

—
)

e ‘

十 1
’

/ 3 、

簇丽
“ L
旦上卫 )

e ‘

+ 1
’

若用 产
’

(z
, , )表示

_

f
’

(z
, , )的是复特征

.

则 k
‘

(, )
= e s s s t 1P

z 任 I)

产
‘

(z , t ) : 根据文 〔3〕
,

有

d k
书

(t )

砰
“ (/ )“(

粼
) (
卜

、一 (! ) )

毓
“(

葬号
) < 6

.

。

、
,
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当 t 充分小时成立
.

因此
,

当 t 充分小时
,

我们可取 0 (t )

毕
-

(1 + 4
.

6 ,
号) / (l一 4

.

6t百)
.

定理 2 证

参 考 文 献

1 Be
u r lin g A

,

A h lfo r s L V
.

T he b o u n d a ry e o r r e s p o n d e n e e u n d e r q u a sieo n fo r m a l m a p p in g s
.

A e ta
M

a th
. ,

1 9 5 6
,

9 6
:

1 2 5~ 1 4 2

2 D o u a d y A
,

E a r le C J
.

C o n fo r m a lly n a tu r a l e x t en sio n s o f h o m e o m o rp h is m s o f th e e ir e le
.

A e ta
M

a th
. ,

1 9 8 6
,

1 5 7
:

2 3 ~ 4 8

3 R e ie h E
.

A q u a s ie o n fo rm a l e x te n s io n u s in g t he p a r a m e tr ie r e p r e s e
爪

a tio n
.

J
.

d
‘

A n a lys e
M

a th
. ,

1 9 9 0
,

5 4
:

2 4 6 ~ 2 5 8

4 X ia D a o x in g
.

Pa r a m e t r ie r e p r e s e n t a tio n o f q u a s ieo n fo r m a l m a p p in g s
.

Sc ie n e e R e e o rd
,

1 9 5 9
,

(3 )
:

4 0 0 ~

4 0 7

5 L I Z h o n g
.

O n Be u rlin g
一

A h lfo r s e x t e n s io n s
.

A et a
M

a th
.

S in ie a ,
1 9 8 3

,
2 6

:
2 7 9 一 2 9 0

6 Pa r ty k a D
.

A dis to r tio n th e o r e m fo r q u a s ie o n fo r m a l a u t o 一

m o r p h is m s o f th e u n it d isk
.

A n n
.

Po lo n ie i

M
a t h

. ,

1 9 9 1
,

5 5
:

2 7 7 ~ 2 8 1

7 R e ie h E
,

S tr e be lK
.

E x t r e m a l q u a s ie o n fo rm a l m a p p in g s w ith g iv e n bo u n d a r y v a 1u e s
.

in C o n tr ib u t io n s t o

A n a ly s is
.

N e w Y o r k
:

A e a d e m ie P r e s s ,
1 9 7 4

.

3 7 5 ~ 3 9 2

8 L e h to O
.

U n iv a le n t fu n e tio n s a n d T e ie h m o l1e r s p a e e s
.

N e w Y o r k
:

S p r in g
一

V e r lag
,

1 9 8 7
.

2 2 7 ~ 2 2 8

9 R e ie h E
.

O n th e m a p p in g w it h e o m p le x d ila t a tio n k e ‘夕
.

A n n
.

A e a d
.

S e i
.

Fe n n ,

1 9 8 7
,

1 2
:
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