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摘要 提出一种简单而有足够精度的方法
,

以探讨开 口 薄壁杆件中由杆壁中面上的剪应变引起的

剪力滞后现象对其侧向稳定的影响
.

首先建立一个考虑杆件扭转和翘曲
,

特别是考虑杆壁中面上

剪应变的能量方程
.

这个方程可适用于任意横向荷载
、

任意边界条件下和任意棱形开 口薄壁杆件

的侧向稳定分析
.

利用 G al er k in 加权余量法解一些典型的数值例题
,

并与已知的试验结果和有限

单元法的计算结果吻合很好
.

最后详细讨论了反映剪力滞后现象的杆壁中面上剪应变对开 口 薄

壁杆件侧向稳定的影响
.

关键词 剪力滞后
,

侧 向屈曲
,

开 口薄壁杆件

分类号 T U 3n
.

2

经典的薄 壁 杆 件侧 向稳 定分 析是 建 立在 Ti m os h en ko 和 Vl as o v
薄 壁杆 件理 论 基础

上 〔‘
· 2〕 ,

但其忽略了 由于翘曲引起的杆壁 中面上的剪应变影响
,

因而不能反映剪力滞后现象
.

尽管意识到闭 口薄壁杆件的剪力滞后现象 已有几十年
,

但研 究很少集中在开 口 薄壁杆件中杆

壁中面上的剪应变对它的侧向稳定的影响
.

如果考虑 了这个剪应变
,

将使数学方 面的问题变

得复杂
,

导致 出现一个未知翘 曲函数的偏微分方程
,

而得不到它的闭合解
〔3〕

.

如果这个剪应变

对侧向稳定的影响是大的
,

一个快速评价其影响的方法对开 口薄壁杆件结构的初步设计是重

要的
.

在设计过程中
,

由于杆件最后的截面可能变化
,

在这 个设计阶段使用计算机进行复杂计

算既不可行也不经济
.

很有必要提出一种简单而实用的方法来估计杆壁 中面上的剪应变对其

侧向稳定的影响
.

1 能量方程

考虑图 1所示的开 口薄 壁杆件
.

图中
、

是曲线 坐标
, t 是杆 壁的厚度

, 。 是截面的剪切中

心
, P(.v )是截面的剪切 中心至过任意点

‘
切线的距离

.

本文建立在下面假设的基础上
.

( 1) 薄壁杆件的截面在它 自身平面内的刚度是无限的
.

根据 V la s o v 这个假设
,

杆壁中心

线上任意一点的切 间位移为

J ( 5 .

2 ) = 尸( s )巾 ( 了 )
,

( l )

式中 中 ( z) 是截面绕 z
轴的转角

.

‘
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(2 ) 平行于
‘

:
轴和 y 轴的横向正应 力

。二

和 。 ,

比纵向正应 力 久

小得多
,

故可据 H oo ke 定律
,

得纵 向正应变为 ez 、氏/ E
,

式中 E 是

Y o u m g 氏弹性模量
·

(3 ) 采用 K o llb r u n n e r 和 H a jd in
的翘曲位 移假设

,

即薄壁杆件

中翘曲位移的分布为
〔4〕

w (
s , z ) = 一 田(s ) 0 (z )

,

(2 )

式中 创 z) 是表示翘曲沿杆件 长度方 向分布的函数
; 。 (: )是关于截面

剪切 中心的扇形 坐标
,

即

田 (·)

一丁;
, (·)d二

图 1 开 口薄

(3 ) 壁杆件断面

1
.

1 纵向正应变

根据弹性理论
,

由翘曲引起截面中心线上的正应变为

气 ~ i天刀 / 女 - 一 。夕
,

(4 )

由于施加横向荷载引起的杆件扭转在 x 方向产生的附加应变
“
引起的纵向正应变为

〔5 ,

: 。

= 一 x u ”
.

(5 )

1
.

2 剪应变

因为忽略了薄壁杆件中弯曲引起的剪应变
,

薄壁杆件中的剪应变由翘曲和 自由扭转引起

的两部份剪应变组成
.

由翘曲引起 的剪应变为
〔”乙

:

一掀 / 贡 + 彻 / 击 ~ p创 一面 / 击 0 ;
把式 (3)

代进此式
,

得

ys
:

~ P(中
‘
一 夕)

.

(6 )

当翘由是无约束时
,

仅仅有所谓 St
.

V en an t 应变
.

一般地说
,

在开 口 薄壁杆件 中
,

自由扭转剪

应变沿壁厚线性分布并与扭转角率有关
,

即

y。 = 2 , , 中
, ,

(7 )

式中
, :
是从截面中心线到截面上任一点距 离

.

把式 (4 )
,

(5) 及式 (6 )
,

(7) 分别线性组合
,

得薄壁杆件截面上任一点的纵向正应变和 剪应

变分别为

￡ 一 一 x u ll

一 田0
‘ ,

(8 )

7 一 2 , , 巾 ‘

+ 户(中
‘
一 夕)

.

(9 )

薄壁杆件变形时的应变能 一般表达为

二 一

戮丁
。 (“

。 。
“

, td.v d一
(1 0 )

式 中 ‘ 为剪切弓单
碑

, 模量
·

把式 (8 )
,

(9 )代进式 (1。)并注意至l, I ,

一

{
。X Z td ‘ 为截 面关于 , 轴的

惯 。矩
; I 认

一丁
。。 公t d 万 为截 面 的翘曲常数

;
·

, 一

丁
、 4一 td 万 为截面 的 s t

·

v e n
一 t 扭 转常数

; I
p

一

丁
。夕艺, d · 为截面关于剪

一

。中
J

。、
,

。 , 矩
·

因为翘曲位移又寸, 轴不产生净矩
〔6 〕

,

。。以
{
。X 田td

·

一。
·

又寸棱形截而的开口 薄壁杆件
,

贝。有
丁
二 2 , ?尸t (,

一
。

·

因而式 (l。)可被改写为

乙厂
一告丁:

〔E ‘
。,

(
!‘, ,

)
艺

+ E ‘一‘“
,

, 艺 + G
·

‘(,
‘

, “ + G ‘
Z (,

‘

一 “, 艺」
〔,二

(1 1 )
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按外力势能的定义
,

即外荷载与其相应位移的乘积取 负值
,

可得薄壁杆件的外力势能为

{;{
二T

‘△“‘’d‘
’

; 么 是相应于此 力系的位移
.

(12 )

式中 T
‘

是作用在 y
一 z
平面上的保守面 力系

变能和它的荷载势能的和
,

即

杆件的势能为它的应

H = U + V
,

(1 3 )

结构处于随遇平衡状态时
,

薄壁杆件的势能为驻值
,

即 占H 一 0
.

把式 (1 1 )
,

(1 2 )代进式 (1 3 )得

、 ‘

l r
‘。 ~

, , 二 、 , ,

。
, , 。 , 、 , .

。
, ,

‘
, 、 ,

O 至
- 又

~

1 1 乙I ,

又u
‘,

少
一
寸 乙义w 气U 少一 叶

~

七J 气岁 j -

乙 J o 一

+ G ‘
·

(, ,

一 “)
2

〕d Z 一

丁;丁
二T

、
二, ‘·d·卜

。
·

(1 4 )

上式的侧向稳定能量方程适用于任意棱形截面的开 口薄壁杆件
,

在任意横向荷载体系作

用和任意边界条件下的侧向稳定分析
.

,.|、、产、
一.声、尸、浏

工一习湘
1J6700工侧11111111卜引1目1111

.0

2 侧向稳定的特征方程

从本质上讲
,

能量法 与建立 在 力平

衡和位移相容条件下 的其它方法
,

没有

本质上的 区别
.

为了简便起 见
,

以图 2

所示的一个简支
、

双轴对称
、

跨中受横 向

点荷载作用的开 口薄壁杆件为例
.

由于

结构对称
,

故仅取半结构进行稳定分析
.

当荷载作用在截 面形心 时
,

外力势

能为

二二三三三
石苗盆苗奋二二二盔二三二二

一一一一一
一一一一一

图 2 开 口薄壁杆件和它的荷载系

二

一
尸

卫
,

⋯
(‘

一
)d之

,

把式 (1 5 )代进式 (14 )
,

得
、 ‘

1
O ‘- 二 ~

’

艺{:
〔E ‘

,

(二 )
2

+ E I W ‘夕
,

,
2

+ G
,

“ , ‘
,

2

+ G l
·
‘, ’

一 “,
“

一 ZP 巾u “
(l 一 z )〕d z } = 0

.

对于本文分析对象
,

式 (1 6) 的侧向曲率 “ ”

能借助于下式消去
〔’〕

E l
, u ,‘

一 P (l 一 z )中 = o
,

然后可得
、 I f

了
, 、 , 二

, 、 .

。 , 。 , 、 。 「
, , ,

爪
, 。 、 。 。 。 ,

。
1 , , 、 ?

二
, 二 :

占{喜 } 〔了I (中
‘

)
艺

+ E l w (0
‘

)
“
十 G l

。
(中

‘

一 0 )
“
一 尸”

/ E l
,

(l 一 z )
”中“

」d 之 } -
一 ’

Z J
。

一
’

一

” 一
” ’

变分后
.

开 口薄壁杆件侧向稳定的控制方程组为

G l口
‘

+ G 几(中
‘

一 0 )
‘

+ P “
(l 一 z )“/ E 吞巾 一 0

,

E l、少 + G l,. (中
‘

一 0 ) ~ 0
,

(1 9 )

(2 0 )

以及相应的边界条件为

G l创 + G 乙
J

(创 一 夕) ~ 0 或 必 一 c ol 飞st
,

(2 1 )
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E lw 夕 ~ 0 或 8 = e o n s t
,

(2 2 )

从式 (1 9 )可以得到

0
‘

~ 产中”

+ P
Z

八E l
,
G l

。
) (l 一 z )

”中
,

(2 3 )

式中 产一 1 + J / I
,

为截面翘曲程度系数
.

对上式分别对
之
微分 2 次

,

可得

8
,I

~ 呻
11 ‘

+ P
Z

〔一 2 (l 一 z )币 + (l 一 z )
2
中

‘

〕/ (E l
,
G l

,
)

,

(2 4 )

0
,I ’

~ 产中” ”

+ P
艺

〔2巾 一 4 (l 一 z )巾
‘

+ (l 一 z 户中
11

〕八E l
,
G l

。
)

.

(2 5 )

从式 (1 9 )和 (2 0 )中消去 (巾
’
一 8 )

,

得

一 G J必
”

+ E lw o
” ‘
一 P

Z
(l 一 z )

z

/ E l
y中 = 0 ; (2 6 )

把式 (2 5 )代进式 (2 6 )
,

得

产巾” ”
一 尸中

”
一尸

“

/ (E zl , I
y
) ((l 一 z )

“
必 一 矿【2中

一 4 (l 一 z )巾
,

+ (l 一 z )
2巾11

] } (2 7 )

式中 kz 一G l / E lw 为薄壁杆件约束扭转特征系数
; 了 ~ E l、 / G l

, ;
从式 (20 )和式 (2 1) 中第一式

消去 (中
,
一的

,

在边界条件下可得

8
11

一 k Z
巾 = 0

,

(2 8 )

把式 (2 4 )代进式 (2 8 )
,

得

沙
11 ‘
一 k Z巾 ~ 一 a Zp Z

/ (E
,
I二I

,
) [ 一 2 (l 一 z )巾 + (l 一 z )

,
巾

,

]
.

(2 9 )

再把式 (23 )代进式 (22 )中第一式
,

得

产必”
= 一 a 艺P 艺

/ (E
,
I、I

,
) (l 一 z )

2中
.

(3 0 )

当薄壁杆件侧向屈 曲时
,

经过多次尝试再也不能求得比它更小的那个最小特征值
,

叫做临界荷

载值
,

用 Pc
r

表示
.

引进无量纲量 宁一 (l 一 z) /l
,

又
‘

一P打P
。 ,

(P
.

)
“

~ (Ez l w l
,

)/l
‘ ,

则式 (2 7 )可被

改写 为

产巾” ”
(子) 一 k ZI艺中

”
(泞) = (又

‘

)
z

〔宁
2巾 一 a 艺

/ 1 2
(2巾 + 4宁中

‘
(右) + 誉

艺必”
(宁) )〕

.

(3 1 )

考虑到杆件屈曲模态的对称
,

则半结构的边界条件为

中(0 ) = 0
,

必
即

(0 ) = 0 ; (3 2 )

必
,

(l ) = 0
,
产巾

,I ‘
(l ) 一 k Z1 2

中
,

(1 ) = a Z

/ 1 2
(又

’

)
“

[ 2中(l ) + 巾 ‘
(1 )〕

; (3 3 )

式 (3 1) 是一个常微分方程特征值问题
.

3 特征值问题的数值解

因为根据能量原理
,

从变分法推导出来的开 口薄壁杆件侧向稳定特征方程是具有边值的

四阶常微分方程
,

直接求它的闭合解是很困难的
,

甚至是不可能的
.

最常用的是数值求解
.

在

众多的数值方法 中
,

G a !e r ki n
加权余量法认为是最方便的一种

〔幻
.

G a le r ki n 加权余量法要求相

应于权函数 夕
‘

的余量权平均满足正交条件
,

即得到了一组能确定未知参数的代数方程
,

即

A C 一 又B C
,

(3 4 )

式中 C 为未知参数 C
,

的向量
,

A 和 B 是由下列矩 阵元素
“ ] 去

和 好组成的方阵
.

若广 义坐标 从

选择为三角函数的形式
s ill m 兀刹 2

,

则

u , 。
一 0

a , *
= (子、

‘二 ‘

/ 2 ‘

+ k “l艺 , n 艺二公/ 2艺 ) / 2

J 共 k
,

(3 5 )

、It

厂
」
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、.1几匕n口‘了l
广||||Jb z ;

= 〔l / 6 + l / (m
艺二 2

)〕(l + a Z

/ l之 m
艺二2

/ 2 2
)

,

b , = (2 2

/ 二
2

[ (一 1 )
’‘艺‘’一 ”, / (m 一 n )

2
一 (一 l )

‘/ , ‘二 + · , / (m + n )
”

又 (1 + a ,

/ 1 2
m

z 二2

/ 2
2
) 一 Zm a Z

/ 12

〔(一 l)
‘/ 2‘二 + , ,

/ (m +
, , )

+ (一 1 )
‘/ z ‘, 一” ,

/ (m 一 n )〕+ 2 a 2

/ 12 ,

j并 k
,

根据式 (34 )
,

开 口薄壁杆件的横向点荷载特征值 又作为满足下式的一个最小正根可求得

d e t IA 一 又B } 一 0
.

(3 7 )

4 数值例子

因为薄壁工字型梁是建筑物和桥梁工程传统广泛使用的结构构件
,

为了便于与文〔7〕的试

验结果
,

以及文 〔9 〕的有限单元法计算结果 比较
,

仍然选用图 2 的工字型梁作为数值例子
.

所

有这些例子的原始数据都来自

文 〔7〕和 〔9〕
.

用本文 方法得到

的考虑杆壁中面上剪应变影响

的横向临界点荷载值与试验结

果
,

以及有 限单 元法的结果 比

较见表 1
.

表 1 不同方法得到的 Pc
r

值比较

文〔7〕的例 文〔9〕的例

试验 本文方法
有限单元法

(Z X lo 网格 )

尸ct
/ N

古八% )

7 0 7
.

8

3
.

7 8

6 8 1
。

0 3
.

2 6 只 1 0 5

一 2
.

4 6

本文方法

3
.

3 4 X 1 0 5

从表 1 可看出
,

用本文方法得到的工字型梁侧向失稳时的临界点荷载值非常接近于文〔7〕

的试验结果和文〔9〕中的有限单元法计算值
,

它们的相对误差 (的 见表 1
.

5 杆壁中面上的剪应变对侧向稳定的影响

如果沿着杆壁中面上 的剪应变被忽略
,

式 (3 1) 可被简化为

巾” (泞) 一 k Z1 2
中

“
= (又

’

)
艺

子
2必

.

(3 8 )

选择与上节相同的例子来说明杆壁中面上剪应变对侧向稳定的影响
.

根据文 〔8〕的研究
,

可得

以
‘

)
艺

= a ; 1

/ b , 1 ,

(3 9 ) 表 2 杆壁中面上的剪应变对 尸
。,

值 (N )的影响

式 (3 9 )中 a 1 1
一 (二

‘

/ 2 ‘

+ k Z1 2二2

/ 2艺 ) / 2
,

b l l
= l / 6

+ 1 / 矛
.

考虑与不考虑这 个剪应变的不同结 果

列 在表 2
.

从表 2 中看 出
,

杆壁 中面上 的剪应变

对横 向临界荷载的影响比较小
.

项 目

忽略了 y,
,

考虑了 y,.

子/ ( % )

文 〔7 〕的例

6 8 1
.

0 2 4 6

6 8 0
.

9 9 2 7

0
.

0 1

文〔9〕的例

3 3 4 3 4 0
.

2

3 3 4 0 9 0
.

9

0
.

0 8

6 结论

(l) 推导出开 口薄壁杆件在侧向荷载作用下的能量方程
,

考虑 了截面扭转
、

翘曲和杆壁中

面上剪应变的影响
.

它适 用于任意棱形截 面的开 口薄壁杆件
,

在任意横向荷载和任意边界条

件 下的侧向稳定分析
.

(2) 用 G a le r ki n 加权 余量法得到简支
、

双轴对称的工字型梁的横向临界点荷载与已知的

试验值和有限单元法的计算结果比较 可知
.

它们吻 合得很好
.

(3 ) 由翘 曲位移 引起的杆壁 中面上的剪应变对开 口薄壁杆件侧向稳定的影响是较小的
.
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剪力滞后对开 口 薄壁杆件侧向稳定的影响 5 l

对于如 V la so v 定义的开 口薄壁杆件
,

这个影响完全可被忽略
.

这样
,

用本文方法得到计算开

口薄壁杆件侧向失稳时的临界荷载公式较简单
,

从而把一个 复杂的工 程实际问题转化成 为一

个只需解一元方程的简单问题
.
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