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解四阶抛物型方程高精度恒稳的隐式格式
‘

曾 文 平

(华侨大学管理信息科学系
,

泉州 3 6 2 0 1 1)

摘要 对四阶抛物型方程 绮+ “~
二

~ o 构造了一类三层隐式差分格式
.

它们含有非负参数
a , ,

处

和
a : ,

其局部截断误差至少是 0 (山
: + 山

‘)
.

格式绝对稳定且可用追赶法求解
.

在条件
a l
》

a 3
) o

,
o、

a :

、专及
a l

+
a Z + a 3 一 1 之下

,

该

关桂词 四阶抛物型方程
,

绝对稳定
,

高精度
,

隐式差分格式

分类号 0 2 4 1
.

82

近来对高阶抛物型方程和方程组的研究逐渐增多
.

1 9 60 年
,

Ca yo eB ¹ 曾对四阶抛物型方

程 u ,

十 “

~ ~ 0 构造了两个隐式格式
,

其截断误差分别为 O (山 2+戈
2 )和 O (山

2+ △二毛)
.

本文

构造了一族三层 (特殊情况下为两层 )含参数
、

高精度
、

绝对稳定
、

五对角线型的隐式差分格式
,

其截断误差至少为 O (山
”+ △x ‘)( 特殊情况下还可提高 )

.

它 比同类隐式格式高二阶或四阶 (空

间方向)
,

包含了文〔2〕中的高精度恒稳格式
,

当参数
。,
一 。2

一粤和
。3
一 。时可得到一个两层 1。

,
、 / J ’

,
产 ’

目 曰
J

~
、“ 尹 ’ 曰 J ’

,
一

, 曰

~
’

一
, 印 ’曰 一

、 ’

一 一 ~
一 ‘ 一‘ 2 ”

’

一。 一 ” 寸 心 ”

“
‘

” “一
’

一

点的高精度恒稳格式
.

1 差分格式的构造

四阶抛物型方程的初边值问题

会
十

穿
一 。 (0 < 二

<l
,

。 < : 、 二 )
,

u (x
, o ) ~ f ( x ) ( o 簇 x 簇 1 )

,

U ( 。
, : ) 一

穿
(。

, : )
一

( 1 , , ) 一

穿
( 1

,
, ) 一 。 (。、 君、 二 )

·

( l )

当 f ( x )足够光滑时
,

问题 ( 1)的解存在且唯一
,

并可表示为级数形式
.

现在设问题 (l) 的

解
“ ( x

,

t) 充分光滑
.

设时间步长为 山
,

空间步长为 △x ,

网格区域由点集 (寿
, t ,

)( m 一 o , 1 ,

⋯
,

M ; n ~ O ,

1
,

⋯ ) 所组成
,

其中 x , 一m △x , t ,

一 n 泣
,

△x = M 一 ‘
.

设
r ~ △t/ △户 为网格比

.

在 网点

( x 二 , t ,

)处的网格函数
u ( x , , t ,

)记为 嵘
.

利用 T a ylor 展开不难验证下列数值微分公式

,
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1
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等
(

令
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(

争
: 一

志
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(

知
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志
(
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1 + 4u : 一 3u 二
! ) 十

等
(

令
)二 1

+ ⋯

( 2 )

引入记号

八 u二

几“轰

则有

- 一 u 蕊+ : + 1 2 4u 二+ 1 + 4 7 4u 众+ 1 2 4 u 二一 1 一 u二一 : ,

= “二十
:
一 4嵘+1 + 6“二一 4“二一

,

+ u 二一
: ,
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罕
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穿
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斋
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穿
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。
迎
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一 r云万万面 L
砰
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志“
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穿
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罕
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今
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斋
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穿
) : +

糕
(

裳
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3 1△x s
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(

多
) 二+ o ‘七

‘。
,

·

( 8 )

于是

.月
、.产U一加乎一己1

, ,

护“二
、

1
, 。

1

前
。‘、
石
了 少 ~ 石王不“嵘 一 丁万反盯

’
L

l 9

7 2 5 7 6 0
。

。
(
凳

) : + o (。
; 。
)

.

以尤一

将式 ( 9) 用于方程

(

飘 +( 乡
: -

0 ( k 一 n + 1 , n , n 一 l )
,

便得下列三个差分格式

l

7 2 0

1

7 2 0

1

7 2 0

犷
1

3“犷
1
一 4 “二+ “犷

王

‘J ‘

一
2 乙以

1
, . 二 ,

寸
.

丁-万L. 几U 扁
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汽
u扩
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一 u 犷

‘

2山

1
月

针 下, - 丁乙几U 扁 -
Q之 ,

八
一 u犷

‘

+ 4 “二一 3 u 犷
’

2△t

1
, _ _ ,

十 石芬乙声孟
‘

币 U

它们的局部截断误差分别为

R
x
~

R
Z
二

湍粼令
) :

1

赢
二 (

令
) :

-

△x 6

3 0 2 4 倦黯
(

多
, 犷

‘

+
O ( △￡
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△工6

3 0 2 4

决
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、 _ 上
,

侧, 一 : 二 )二
不 盛

亡沈
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~

。u 、 ,

1 9 0“
8

7 2 5 7 6 0 七

(
典 )二+ O ( △沈

‘0
)

,

R 3
一

赢
汽‘

豁
二

‘
△x 6

3 0 2 4

护
o u 、 . _ ,

1 9△x s

二尸下万 少扁
‘

一 言二二
一 .

二二二
d Z了“ 了乙勺 了b U

护
Zu

令畏)万
‘

+
以2 ) . ,

O (△工
1 0

( 9 )

( 1 0 )

( 1 1 )

( 1 2 )

( 1 3 )

( 1 4 )

( 1 5 )

( 1 6 )

a l X ( 1 1) + a : X ( 1 2) 十 “ 3 X ( 13) 便得如下含三参数的三层隐式差分格式为

1
‘

下丽线
( 3 a :

+ a :
一 a 3

) : ‘犷
‘
一 4 ( a ,

一 a 3
)解二+ ( a

:
一 a :

一 3a 3
) u 犷

‘

2△t
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l
, , . 二 , . _ . _ _

, 、

云芬乙
‘气a , u 扁

’ ‘

一 ““u 未十 “ , u ;
‘

) ~ 0 ,

(17 )

其初
、

边界条件的离散化处理同文〔1〕
.

从略
.

当
a , + a :

+ a 3
~ 1 ,

注意到公式 (7 )
,

并利用等式 护“ /护 ~ 一尹
“ /护

2 ,

便得其相应的局部截

断误差为

R ~ a ; R :

+ 气R :

+ a 3
R

3

,

一 2 + 3 a : .

1 9
、 ‘

_

, ,

护u 、 _

- 一 气一一了育石获
-

~

寸
.

言言二下二二了写 少O 犷气二T 少孟 一
任 O 乙U ( ‘勺 I勺 U r 一

比
‘

△劣6
,

乎
o u 、 -

百万厄五气丽而瓜

+ O (△t 3

十 △tZ△x Z

+ △之 1 0
)

.

(1 8 )

所以
,

三层格式 (1 7 )当
a , + a :

+ a 3
一 1 时

,

其局部截断误差至少为 O (山
2 + 七

“
)

.

若令 △tz 项的

系数为 。
,

得 、 = 兽一
:

粤孕
二时的局部截断误差为 。 (。

3

+ 、
。
)

.

仗时由后而所。趋宗件二、 ,
“

’

~
’ , 一

”一
场 3 SO4r 器一 J H J 产

, 曰 . ’

~ 明 ~ ~ 月 ~
、

一
’

~
产 .

心叼 因 泪 四尽
. , 寸协戍 匡不 I--r ‘

一 “

氛‘告
) 。, a Z

一

普
-

,

推得稳定性限制为告擂令
、合擂

(当然
,

还要附力。其他稳定性 限制
。:

》
口3

1 9

5 0 4 r 2以及
a ,

+ a :

+ a 3
~ 1)

.

但由于 七
6

项的存在
,

已不能选取非负参数使差分格

式 (1 7 )的精度更高而又绝对稳定
.

2 差分格式稳定性与收敛性

为研究差分格式稳定性
,

需如下的 M ill e r 准则
.

引理山 设 A > o ,

实系数二次方程

A X
名

+ B X + C ~ O

的两根按模小于等于 1 的充要条件为

A 一 C ) O ,

A + B + C ) 0 ,

A 一 B + C ) 0.

用 Fo ur ier 方法
‘0 分析差分格式 (l 7) 的稳定性

.

令嵘一矛
e耐

,

}川 < 兀
,

于是有

令 e 一‘初

7 2 0

, _ ‘二‘ 1
, , , 。 . , 。 。 , 。、

~ 1 4
、

八 e ‘’ 口

= ; 去只(1 1 9 + 6 2e o s s 一 e o s Z
夕) ) 牛 > 0

,

一 ” 一

1 8 0
、 -

一
’

“ “ - - - - -

一
’ 产

一 4 5 厂
v ’

令

G ~ r e 一 ‘, aL o e ‘” e
= 4 r (e o s夕一 1 )

“

妻 0
.

按文〔4〕中理论
,

格式 (1 7 )的传播矩阵为

G (m
,

△t) -
一 B / A 一 C / A

-

0

其特征方程为 八犷+ B 又+ C 一 。
,

其中 A 一 (3a l

+ a Z
一 a 3

)r + Za 1
G

,

刀 - 一 4 (a ;
一 a 3

)尸 + Za Z
G

,

C

~ (a ; 一 a :
一 3 a 3

)F + Za 3
G

.

注意到
a :

+ a :

+ a 3
= 1

,

因此当
a l

)
a 3

) o 时
,

有 3 a l

+ a Z
一 a 3

)
, a ,

+ a :

十 a 3
一 1 故 A ) F 十 2a

,
G ) F > o

,

且 A 一 c 一 ZF 十 2 (a l
一 。3

)G ) ZF > o
,

又 A + B 十C ~ ZG ) 0.

最后
,

当
a ;

) a 3

) o 且 a ,

+ a 3

) 气 ) o 时
,

有 A 一B + C ~ 8 (a ,
一 a 3

)F + (a ,
一 a : + a 3

)G ) 0
.

又注意

到 a :

+ a :

+ a 3
~ l

,

故条件
a : + a 3

)
a :

) o 等价于 。
自

艺

镇奋
, L 。。

、

书
、l,

~ 、
。 , , / 1 ,

, . _ _ ,

一 _ ~
,

⋯
、 、 .

_
.

_
, . ‘ .

邹 J. 拼迁
,

曰 a l
护

a 3

护
u , U
、

a :

、万且
a l

十气十 a :

~ 1 盯
,

引理余忏成豆
·

田 引理结论知此
白

时特征方程的两根按模小于等于 1
,

且 由于 A 一C > o 不可能有等于 1 的重根
,

故差分格式 (1 7)
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对任何一忐
> 。均稳定

·

再由 La
X
稳定性与收敛性等价定理

,

使得本文如下结论
·

定理 设 · (二
,
‘)是四阶

渺
型方程 (‘, 的充分光滑的解析解

,

则当砰普
一

赫
时差分

格式 (1 7 )逼近方程 (l) 的局部截断误差为 O (△护+ △x “
)

.

又当参数
a :

十a Z

+ a 3
~ 1 , a :

) aa ) o 且

。
白

2

号
时

,

差分格式 (1 7 ,绝对稳定且收敛
·

特别地
,

当
“ 2
一

普
一

赫
时差分格式 (; 7 )‘近

方程 (l) 的局部截断误差高达 0 (纽
,

+ △x ‘
)

.

这时当其它参数满足
a :

)
a 3
》 o 且

a , + a : + a : ~ 1

时
,

差分格式。1 7 )当粤
、

厚
、、冬

、

厚
时稳定且收敛

.

一 J ’

一
产 J ’只 尹、 、 一

’ ‘

~ 4 丫 2 1 ~
’

~ 2 ,V 2 1
” 动

~ ~ 一 ~ ~
-

3 若干特例

特例 1 记
“1

一
3
- 。 , a Z

一

合
一 2 ,

,

贝。由

( , )a ;
一 3 a 3

一
:
一 Za 一 1 ; ( 。 )a ,

一

告
+ 号+ ,

点隐式格式
:

a ;

+ a :

+ a :
~ 1 ,

推出
:
( I ) 3 a ;

+ a :
一 a 3

= Za + 1 ;

; (N )a 3
一

奋
一
号+ 尽此时格式 (‘7 ,成为三层 ‘5

汽〔(Z
a + i )u

犷
,
一 4 a u众+ (Za 一 l)u 万

‘

〕

+ 1 4 4 o r〔(粤+ 答 + 夕)“犷
‘

一 任 乙

,

1 。 。 、

目

十 气
~

又
‘

一 乙户 , “漏
.

十
乙

(

专
一
号+ “, U二

‘

〕一 0
·

(1 9 )

这就是文 〔2〕的差分格式

l

7 2 0△t

〔(
a +
合

, U

二 一 Za U : + 2 1
、 。_ , ,

十 、a 一 百 , “漏+’z 」十
1 2 4 尸 , .

1
、 。二 ,

币厄瓦哑L甲 十 万川漏4’l

一 2二: + ,

+ (a 一

合
)·豁〕+

儡
〔(

· +
合

, U犷
1

+

儡
〔(

· +

静黔
一 2au : 一

+( 一补翔

‘ 。 . ,

1
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‘

」
乙 一

1

7 2 0△t

。 , ,

1
、 。二

L 气a
月

十
,

叹
~

, U 盗二
一 乙

一 Za “几一
2
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〕+( 于
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“

袅
-
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告
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志「
U :
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+ 6 U“一 ‘·“一

4 u
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一 4 u

忠 + u

忠〕

十 嵘
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〕

,

1 a
.

。 、

十 戈气-

一 不丁
~
七 户少

住 乙

1 。 _ _ , . _ _ , . _ . _ 1

瓦不Lu 漏瘫 一 4 u 盗+’l 十 b“盗
‘ 4 u

黔 + u华、」~ 0 (1 9 )

它对任何非负实数
a
) o 和 夕) 。均稳定

.

特例 : 当
。 :
一 。 :

一冬和
。3
一。时为两层 1。点恒稳格式

乙

汽 (u
犷

‘ 一 u众) + 3 6 0 r
瓜 (u

犷
‘

+ u 集) 一 0
,

一 [
u

袅 + u

忠 一 1 2 4 (u

黝 + u

黝 ) 一 4 7 4u
扩

’

〕

+ 〔
: ‘众+ 2

+ u 众一
2
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+ u 众一
1
) 一 4 7 4u 集〕
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[
u
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犷

‘
一 4 u

忠 + u

忠
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一 4 u二+ 1

+ 6 u 众一 4 u几一
,

+ u异一
:

〕= 0
·

(2 0 )

也即

(2 0 )
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值得注意的是
,

当 a ;
~ 。和 a :

~

条件
.

a 3
一粤时

,

格式 (1 7 )虽然也是两层格式
,

但参数取值不满足稳定
乙

及
l一z

特例 3 当
a l

一音
, a Z

- a ,
一 1

, a : = a 3
一 。时

,

均是恒稳的三层 15 点格式
.

特例 4 当
。;
一。3

一粤和
。2
一。时

,

格式 (1 7 )为恒稳的三层 1。点格式
乙

认一2
特例 5 当

a ; 一 a :
和 Za ;

》
a :
时

,

记
a ,

-

为恒稳的三层 n 点格式

。 ‘一
, . , . ,

, 1 一 ~
, 、 . 、

‘
一a Z 一 o 。 一

亚撅月
0 0

十 0 1 = 1 , 0 0
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‘
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’
) = 7 2 0r (b
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’

+ Zb
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’
)

.

因篇幅关系
,

恕不一一详列
.

(2 1 )
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