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高阶发展方程的两类显式格式的稳定性分析⋯

曾 文 平

(华侨大学管理信息科学系
,

泉州 3 6 2 0 1 1)

摘, 对高阶发展方程番一笋
给出了两类带参数 。的三层显式差分格式

,

其。断误差均为 。

(r + h)
.

像定性分析指出
:

当 花为偶数时
,

它们无条件不稳定 . 当掩为奇数时
,

稳定条件为 }R l( f

任
, 。)是

。(o《。( 10 )的上升函数
,

但为 泛的下降函数
.

例如
,

当 k = 1 时
,

f (1
,
3 )二 0

.

9 57 125
,

f (z
,

10 )二 2
.

1 50 690 . 当 几二 3 时
,

f (3
,
3 )= 0

.

1 0 9 1 5 3
,

f (3
,

1 0 )二 0
.

3 1 9 0 3 6 , 当 k ( 9 (奇数)时
,

它们较

大地改进了同类格式的祖定性条件 }州《 1/ 2代

关健词 高阶发展方程
,

显式差分格式
,

毯定性分析

分类号 0 2峨1
.

82

文〔l〕讨论T 发展方程
。 ,

= a u q u , + a 。 , (其中 叮》o
,

p ) 2 .叮 ,

p 是整数 ; a , a
是常数

, , : , u ,
分

别表示
“
对 x 的一阶和 P 阶导数 )和守恒律

.

对这样一类很童要的方程
,

如何建立柑应的差分

及但格式是一件很有意义的事
.

众所周知
,

上述方程在某种意义上讲是下列两个方程
: 场二 a 砂“ :

“ ,

= au
,
的迭加

.

文〔幻分别对方程
“,

= a “乡(当 p 为奇数及偶数的情况)建立若千差分格式
,

其中的显式格式的稳定性条件较苛刻 ;而隐式格式则导致解线性方程组
,

」

使得计算盘大为增

加
.

本文只讨论发展方程
u ,

~ au
, ,

当 P 为奇数即 P二 2k 十l时的情况

尹+1 “

a
石平不I

(k ) l 的整数 ), (1 )一一
加一决

a
为可正可负的常数

,

建立两类三层含参数显式差分格式
,

并讨论其稳定性
.

1 差分格式的构造

对高阶发展方程 (1) 提出如下两个三层显式差分格式
u 犷1“犷

上
一 “二

—
州卜 a

r

“犷
1
一 Zu 二+ “犷

‘

r

a

h z奋+ 1理 (u 二一
, “二一

;
一 “笨、

U 漏_ 1 , 月
~ “气

—
T

“

昌 一 竺巴一二乙竺竺 ) (a > 0 ) (2 )

竺二一一‘二二 十
u扩1 一 Zu二+ u犷

1

a

—
r

a

h
公奋+ 1理 (u二+

,
一

“

黝
_ , u 众+

1
一 “
沂、

女 , 声 州- “ 、

—
丁

u
犷

’

(a < 0 ) (3 )

,

本文 l” 5
一
1 1

一

17 收到
;
’
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其中 。(
。《 10 是参数

; r ,

人分别表示时间及空间方向步长
; a梦表示 2k 阶中心差分算子

.

易证格式(2 )
,

(3) 的局部截浙误差均为 O (r + ah + h)
.

特别地
,

当 表, 1 时
,

即为文〔3〕对色散方程所给的差分格式
.

2 稳定性分析

下面讨论
a
> 。时的格式(2) 的稳定性

.

令 R 二ar /h 幼+ ’ ,

则格式 (2) 可改写为下列形式
。
犷

, 一 u 二+ a (“犷
, 一 加二+ “犷’)

二 R好 (此 一 。二一 : ) + a (“二一
,
一 u

昌 一 “
犷

, + “二).

利用Fo ur ie r
分析法

,

令 ‘二扩日以 (i . = 一 1) 代入方程 (4) 得如下特征方程为

、l
l

L产..esJ既一一中

其中

其中

A 护 + B 孟+ C 二 0
,

A ~ l + Za ,
C 二 a (l + e 一峥)

,

B = 一 1 一 3 a 一 及Q 一 (a 一 五Q )e 一
气

Q = (一 2 )奋(1 一 e o 。叻
‘

.

(6 )

引理(’) 复系数二次方程 (5 )的根的棋 }A
:
I成l

,

}凡 !< 1 的充要条件为

IA I> !C I
,

I万B 一 刀C l《 IA .一 IC I
名,

(7 )

涯
,

石表示 A
,

B 的共扼复数
.

若记

A : = (1 + 4 a ) + 2砂(l 一 co 娜叻
,

B 、 ~ (l + 2“) (l 一 。够劝
,

C : ~ (1 + 如 )碗n 护
,

(8 )

又丑 一 石C ~ 一 (A :
+ R Q刀: + i探QC : )

,
(9 )

1川一 1引
j , l + 如 + 2砂(1 一 。

8
必 , AI

.
‘

(1 0 )

_ 、一一~
, _ 、

~ 一
、

,
. 、 ,

~
,

⋯
‘

一
, 、 1 ,

,
. 、 、 ,

,
.

C
.

,
,

2‘ ,
, ,

、
‘ 、

‘ 二 .

~ ~
对于方程 (5 )

,

不妨设 }石1》 !人卜则有 l人卜《 1凡人}《 !号 }成幸左气: < 1 (。》。)
.

由引理和
,

J 月 ~
、 ,

”
一
”从 ~

’一: ,

一” ”乃
刁
口 ”, 飞

~ ”
’皿

,
’

~
’

A
’

~ 1+ Z a ~ ‘ 、 -

一
一 ‘ ’

囚
寸 ’

一
” ”

文〔5〕知
,

满足不等式(7) 的 尺 就是格式(2 )的稚定性条件
.

于是子由式 (9 ), (10) 得条件式 ( 7 )
,

即IZ B 一刀C t《 !A I
名一 {C 1

2
化为 }A

: + 双Q B 、
+ iR QC :

l《A : ,

或(A : + 尺QB : ) . + R愉
:
以《A受

.

此即

R Q (ZA : B
,

+ R Q (B爹+ 诀 ))《 0
,

(1 1 〕

注意到当 a > O 时
,
R = ar /h 助+ ‘> O ,

而

(> 0
口 = (一 2 )

,

(1 一 e o s必
.

‘ (
几< 0

当 k 为偶数时
,

当 k 为奇数时
.

(1 2 )

由式(1 1 )
,

(12 )可知
:
( I ) 当 左为偶数时

,

ZA 、B : + 双Q (B奎+ C爹)( 0 ,

所以 R Q《 一 ZA , B : /

(班 + C资)
.

因当 a > o 时
,

这时 R > o ,

A : ,

B
:

) 。
,

k 为偶数
,

故上式左端恒为正
,

而右端恒为负
.

所 以对任意 R > O 上式恒不成立
.

格式(2 )恒不稳定
; ( I ) 当 k 为奇数时

,

Q < O ,

由式 (1 1 )得

R Q》一ZA : B : / (B爹+ C爹)
,

即

R 《
一 ZA

I
B I

Q (B 釜+ C爹)
一

, 、

, 2A
I
B

I
‘

, _ , ,
. _ 、

飘 式 、 不丁丽闷百二丽硕丙可下
.

面
L U 、 “

、 工U ,
·

于是稳定性条件成为
0 镇 R 镇 f (k

, a ) 二= In ln

0‘夕《 2

(k
, a , y )

,

(13 )

其中

F (k
, a ,

y )-
( l + Za )〔1 + 4 a + 2 a 2

(l 一 e o s妙〕
(一 2 )卜

‘
(l 一 e o s 沪)卜

‘

〔(l 一 e o s叻
艺
(l + Za )2 + (l + 4 a ), sin .阅
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(l + Za )(1 + 4a + 2矿夕)

(一 2 )卜
’

〔一 4 (l + 3 a )叹
+ ‘ + 2 (l + 4 a )

2

犷〕
(1 4 )

其中
a > o , 夕= l一e o s尹

, 0《少《 2
.

重复前面的讨论可知
,

在式 (1 3 )中用一R 替换 R
,

则式 ( 13 )也是格式(3 )(a < 0) 的稳定性

条件
.

综上所述
,

差分格式(2 )(a > 0) 及式 (3 ) (a < 0) 只有在 k 为奇数时才存在稳定性条件
,

而 k

为偶数时恒不稳定
.

一 ~ ‘ ,
, , 、

一 ,
,

,
*

留
_

~ _ “一一
、,

r 四术 矛 快
, a , y , 倒做小但

.

分二二= U 得一伏万性刀‘口

A
‘少 + B

‘
, + c ,

= 0
,

(1 5 )

其中

A
‘
= sk护 (1 + 3a ) (1 + Za )

,

B
‘
= 4a (1 + 4a )〔(l + 3 a ) (1 + k ) + a (1 +

C
,
= 一 Zk (1 + 4 a ) 3 (l + Za )

,

‘· )(1 - * )) (1

一} (1 6 )

方程 (1 5 )有两个实根 y :
.

: =
一B

‘
士 了

’

(B , )士一4沮
‘

口

ZA
户 显然

,

负根 y :

不在区间 。《y 《2 内 (0 簇
a

( 10 )
,

故应舍去
.

用 。
.

61 8 法
〔‘,
验算可得 F (k

, a , y ) =

1
,

于是我们得

n 飞In
0‘尹‘2

F (k
, a , , ) ~ f (k

, a )
.

具体数值见表

表 1 显式格式 (2 )和式(3) 的稳定性条件

庵 ‘

1

2

3

4

5
1

6

7

8

9

1 0

1

2

3

4

5

3
,

0

7

8

9

1 0

y -

1
.

250 0 0 0

1
.

0 0 1 0 5 0

0
。

8 7 6 4 85

0
。

7 9 4 83 0

0
.

7 3 5 0 0 0

0
.

688 3 3 5

0
。

6 5 0 4 3 2

0
。

6 1 8 7 5 0

0
.

5 9 1 69 5

0
.

568 2 0 1

2
.

23 9 1 1 0

2
.

0 3 0 9 8 1

1
.

9 5 5 23 3

1
.

9 15 0 8 9

1
.

89 0 0 0 0

1
.

87 2 7 6 3

1
.

86 0 1 6 5

1
.

850 54 1

1
.

84 2 9 4 5

1
.

83 6 7 9 4

F (左
, 口 ,

, 一)

0
。

6 0 0 0 0 0

0
.

80 1 8 86

0
.

9 8 7 1 2 3

1
。

1 6 4 3 3 9

1
。

3 3 6 24 9

1
.

5 0 4 24 6

1
.

6 6 9 1 8 7

1
.

8 3 1 65 0

1
。

9 92 0 4 8

2
.

150 6 9 0

0
。

0 4 4 67 5

0
。

0 7 8 0 5 2

0
.

1 0 9 1 5 3

0
.

1 3 9 58 1

0
.

1 6 9 7 2 1

0
.

1 9 9 7 1 0

0
.

2 29 610

0
.

2 59 4 5 4

0
.

28 9 2 5 9

0
。

3 19 0 36

庵 a

1

2

3

4

5
5

6

7

8

少l

1 0

2
.

55 6 2 4 3

2
。

3 4 9 4 7 4

2
.

27 9 19 9

2
。

24 3 5 73

2
.

22 1 9 87

2
.

2 0 7 4 9 1

2
。

19 7 0 79

2
.

18 9 2 3 7

2
.

1 83 1 1 5

2
.

178 2 0 3

2
.

7 0 7 2 2 5

2
。

4 9 7 1 4 9

2
。

4 2 7 0 5 0

2
.

39 1 9 1 4

2
.

370 78 7

2
,

356 6 7 9

2
.

346 58 7

2
.

3 39 0 1 0

2
.

3 3 3 1 1 2

2
,

3 28 3 8 9

F (盛
, . ,

, . )

0
。

0 0 1 9 0 9

0. 003 98 7

0
.

0() 5 9 5 8

0
.

0 0 7 89 2

0
.

0 0 9 80 8

0
.

pll 7 14

0
.

0 13 6 1 5

0
.

0 1 5 5 13

0
.

0 17 4 0 8

0
.

0 19 3 0 1

0
。

0 0 0 0 69

0
.

0 0 0 169

0
.

0 0 0 2 6 7

0
.

0 0 0 3 65

0
。

0 0 0 4 6 2

0
.

0 0 0 5 5 9

0
.

0 0 0 6 55

0
。

0 0 0 7 5 1

0
.

0 0 0 8 4 8

0
。

0 0 0 9 4 4

910214563789
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续表 1

k a F (尧
, 口 , y . )

0
.

0 0 0 0 0 0

00000101010101020000 000000
�U00 0000000 000000八U00.

⋯⋯
n�000000

2
.

7 9 5 0 8 5

2
.

58 1 9 1 4

2
.

5 11 28 3

2
.

4 7 6 0 29

2
.

4 5 4 8 9 2

2
。

4 4 0 8 0 4

2
。

4 30 7 43

2
。

4 23 198

2
.

4 17 329

2
。

4 1 2 63 5

2
.

8 52 4 8 1

2
.

6 3 6 83 1

2
.

5 65 6 19

2
.

5 3 0 1 4 7

2
.

5 0 8 9 0 6

2
.

4 94 7 63

2
.

484 6 69

2
.

4 77 1 0 3

2
。

27 1 2 21

2
.

4 6 6 5 17

11勺‘二U

0
。

0 0 0

1 0

定理

F (汤
, a ,

少一)

0
。

0 0 0 0 0 2

0
.

0 0 0 0 0 7

O
。

0 0 0 0 11

0
。

0 0 0 0 1 5

0
.

0 0 0 0 2 0

0
。

0 0 0 0 24

0
。

0 0 0 029

0
。

0 0 0 0 3 3

0
。

0 0 0 0 3 7

0
。

0 0 0 0 4 2 0
.

0 0 0 0 0 2

兰层显式差分格式 (3 ) (a > 0) 及式 (4 ) (a < 0)
,

当 k 为偶数时恒不稳定
;
当 k 为奇数

时其稳定性条件为 1R l镇了(k
, “ )一渭哭

:
F (k

, “ ,

, ) 一F (k
, “ ,

yl ) ,

详见表 1
·

由此可见
:

(a )文〔3〕结果为本文结果当 k ~ 1 时的特例
,

两者的稳定性条件完全一致
;

(b )当 k 为偶数时
,

即高阶发展方程 ( 1) 的阶数为 5
,

9
,

1 3
,

1 7
,

⋯时
,

差分格式 ( 2 ) (a > 0) 及

式 ( 3 ) (a < 0) 无条件不稳定
;

(c )当 k 为奇数时
,

即高阶发展方程 ( l) 的阶数为 3
,

7
,

1 1
,

1 5
,

⋯时
,

差分格式 ( 2 ) (a > 0) 及

式 ( 3 ) (a < 0) 的稳定性条件均为 卜I《f (k
,

a)
,

其中函数 f (k
,

a) 是参数 a( O镇
a 镇1 0) 的上升函

数
,

但却是 k (因而也是高阶发展方程 ( 1) 的阶数 ( 2k + 1 )) 的下降函数
.

例如
,

当 k = 1 时
,

f ( 1 ,

3 ) = 0
.

9 8 7 1 2 3
,

f ( l
,

1 0 ) = 2
.

1 5 0 1 9 0 ;
当 k ~ 3 时

,

f ( 3 , 3 ) = 0
.

1 0 9 1 5 3 ; f ( 3 ,

1 0 ) 一 0
.

3 1 9 0 3 6
.

实际上
,

当 k》 n 时 (即高阶发展方程 ( 1) 的阶数 ) 23 时 )
,

这两个格式的稳定性条件几乎为 。,

即变为无条件不稳定
,

因而不切实用
.

但当 k簇9 的奇数时
,

它们较大地改进了同类格式的稳定

性条件 }R l镇 l / 2幼 〔2 ,
.

3 数值例子

考虑下列七阶发展方程的初值问题为

会一多
U ( X

, “, 一

矗
X 7 + 6 , } ( 1 7 )

其精确解为

l
“ L工 , t 少一 1 乙U口了

闷

十
‘

二气二劣
‘ .

1
~

b
-

4 乙

( 1 8 )

由于本文所构造的差分格式是三层格式
,

除初始层网格函数值由初始条件给出外
,

尚需给

出第一层网格函数值
.

为方便计
,

假设第一层网格函数值仍按精确值计算
.

表 2 给出误差 }u( x . ,
t

,

) 一璐 I的部分数值
,

其中 ‘ 表示用差分格式 ( 2 ) (a > 0) 及式 (3 ) ( a

< 0) 算出的解
,

u( x . , t
.

)表示精确解 ( 18 )算出的解
.

数值结果表明
:

理论分析与实际计算相吻合
,

我们所作的稳定性分析是正确的
.
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表 2 显式格式 (2) (a > 0) 及式(3 ) (a < 0) 的数值误差表
- -

.

门 . 州叫叫 .

一~
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 曰 . . . . . . . . . . . . , . . . . . . . . . . . . . . . . .

-
. . . . . . . . 曰曰曰. . . .中.

”忿
a h a r n

1 1 0 0 1 3 0 0 1 7 0 0 1 9 0 0

1
.

0 0

1
。

0 0

0
.

0 1 1 0
.

0 0 0
。

3 1

0
。

0 1 1 0
.

0 0 0
。

3 2

一 1
.

0 0 0
。

0 1 1 0
.

0 0 一 0
。

3 1

一 1
.

0 0 0
。

0 1 10
。

0 0 一 0
。

3 1

2
’

5
.

82 0 7 7 X 1 0一 , 0 5
.

58 7 9 4 X 1 0一 1
.

1 17 5 9 X 1 0 一

5 0 2 3
.

7 83 50 X 1 0 一 , 7
.

21 7 7 5 X 1 0 一 , 1
.

6 7 6 3 8 X 1 0一 7
.

0 78 0 5 X 1 0 一 ‘

1 0 0 2 5
.

7 0 4 3 5 X 1 0一 6
.

9 8 4 9 2 X 1 0 一 1
.

2 66 6 0 X 10一 , 2
.

12 3 4 2 X 10 一 ,

2 5
.

82 0 7 7 X 1 0 一 , 1 0 7
.

4 50 5 8 X 1 0一 7
.

4 50 5 8 X 10 一 ,

5 0 2 5
.

2 s5 B4 丫 1 0 一 , 5
.

15言2 , x 2 0 一 ‘ 2
.

0 57 5 1 x lo一。 1
.

2ss s 4 x lo 一 :

1 0 0 2 7
.

1 3 0 0 9 X 1 0 一 ‘ 1
.

0 0 9 8 1 X 1 0 一 ‘ 6
.

3 69 7 4 X 1 0 一 1 6
.

0 66 9 4

2 0 3
.

552 7 1 X 1 0 一 14 0 1
.

4 5 5 19 X 10 一 1 1

5 0 2 1
.

7 7 6 3 6 X 1 0 一 1 ‘ 2
.

0 6 0 5 7 X 1 0 一 13 5
.

82 0 7 7 X 1 0 一 1 1 7 : 13 0 4 4 X 1 0 一 10

1 0 0 2 4
.

1 7 4 4 4 X 1 0 一 ’. 1
.

23 6 6 1 X 1 0一 5 1
.

8 1 8 9 9 X 1 0 一0 5
.

23 8 69 X 1 0 一 , o

2 0 2
.

84 2 1 7 X 1 0 一 1 . 0 1
.

45 5 19 X 二0 一 11

5 0 2 2
.

4 15 3 1 X 1 0 一 , 1 3
.

3 5 3 7 6 X 1 0 一 11 1
.

0 0 0 4 4 X 1 0一 , 6
.

228 2 2 X 1 0一

1 0 0 2 9
.

2 21 4 6 X 1 0 一 1 3
.

2 84 6 9 X 1 0 , 2
.

2 4 5 8 3 X 1 0一 , 4
.

168 54 X 1 0 一 t

苏亚欣
、

毛爱民同志协助上机计并
,

特此致谢
.
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