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双非线性抛物型方程解的有界性
’

梁学信¹ 梁委廷º

(¹ 华侨大学借理信息科学系
,

泉州 36 20 1b º 中山大学致学系
,

广州 5 102 7 5)

摘英 在 孟e (1 , 2) 的情形
,

证明一类双非线性抛物型方程解的有界性

关妞词 双非线性抛物型方程
,

局部有界
,

整体有界

分类号 0 175 .2 6

设 G 是 州 维欧 氏空间 E’ 的有界域
, T > O 为有限值

.

在 Q ~ G x (0
,

T )考虑双非线性抛物

型方程
,

即

a ,

二
, _ 。 、

叫

; 丁又lu l
“

一 u 少一
叮

d iv A (x , t , u ,

甲
u ) + B ( x , t , u ,

甲
u ) ~ 0 ,

( 1)

其中 A (x
, , , “ ,

句和 B (x
, t , “ ,

匀在 Q x El x E’ 上定义
,

关于 x , t 为可测

分别满足下面结构条件
,

即

右
· A ( x

, t , 。 ,

右) 》 }泞}户 一 c !“ 1‘ 一 f0 ( x
, t )

,

IA ( x
, t , 。 ,

泞) I 镇 ‘ I泞I, 一 ‘ + : l。 !“
‘一

食
, + 人( x

, : )
,

}B ( x
, t , u ,

泞) } 镇 b ( x
, t ) }右}

了 + c lu }
‘一 , + fz ( x

, t )
,

其中 P> 1 , ‘) 。
, x
》 1 , l = P (l +刀n)

,

y。~ P一 (n + P ) / (n + 幻镇y簇P
,

且

b ( x
, t ) 任 L

r

(Q )
.

关于
u ,

泞为连续
,

并

} ( 2 )

( 3 )

l /r = 1 一 y /P 一 1/l
,

r = O 口 ,

l / r < P
” 十

、

P
(l 一 y/ P ) ,

(当 ‘。《 ‘ <
_

, 一 ;l/ ‘, + ‘, 一 7 1
’

,

}
(当 T ~ 7 ;

或 T 一 P )
,

l
「

(当 乙 < 7 < P)
·

!
人( x , t ) e 气 (Q ) ( i ~ 0 , l , 2 )

, s 。 , 5 2 > ( n + 户) /户 , s : > ( , + P ) / ( P 一 l )
·

( 5 )

对方程 ( l) 解的性质
,

许多作者做了不少工作
〔, 、 7〕

.

其中
,

文〔1〕中对 孟》 2 的情形
,

证明了解的

局部有界性和整体有界性
.

证明中用到如下不等式
,

即

且上
。尹‘一

‘, ‘’
·
’
‘一’· ,

,

‘X“

) 华{:
, , , (二 一 * ) 孟d二 一 ‘( 、)

厂{护尹一 ,
,

〔(
。 一 ; ) 孟 + * 孟〕、d , ,

八 J 心 J 0 J G

( 6 )

式 ( 6) 中
,

p > L 然而这样的不等式对 孟任 (1 , 2) 是不成立的
,

因而限制了将结果推广到 风任 ( l
,

.
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幻情形
·

文〔D 中的证明
,

使用的是迭代过程
·

本文用另外的不等式来代替式(6 ), 使迭代过程

向样能进行
,

将文〔1〕中结果推广到 孟任 (1
,

2) 的情形
.

此外
,

还要注意的是嵌入定理保证
。 e

吞 (Q )
, l‘户(l + 刀的

·

当 l) 孟
,

即 P)
n刀 (。 + 幻时

,

文〔1〕中证明解的局部有界性的迭代过程

可无条件地进行
,

而在 l < p < 滋 / (n + 劝时
,

为保证能进行这种迭代
,

本文利用内播不等式 ‘
-

与此相应
,

还需增加对解
“
可积性的要求

,

即

“ 任 L *
,

, (Q ) z > 粤以 一 p )
.

P
(7 )

与文〔1〕一样
,

我们考虑的是广义解
,

称 解是式(1) 的广义解
,

如果
、了、产、000甘了、

J产‘、

!
11之
‘

|
.

J

u e C (o
,

T
,

L
*
(G ) ) 门 L , (o

,

T ;
W二(G )) 门 及

.

(Q )

其中

t
.

一 l = P (1 + 风/ n )
,

l r ,

(P 一 y ) (拄 + 幻 , .

P 一 7
_

气丁 L 工 —

—
」

州

了
.

—
.

t 一 ,君
.

十 P 一 P

t
.

= co
-

n + P

7
.

1
州- - 厂 叶

~

— ~ 1

P r

当 y。《 y 簇 y : ,

当 y :

< y < P
,

当 y 二 P
,

并满足如下积分恒等式

丁;上卜
一 ( ,· “一 , + 甲二 A ‘X

,
‘

,

一甲
· , + ‘ (X

,
‘,

一甲“’}.d X“

+

J
。·(X

, , ) !
“(X

, ‘)

一
(X

, , ) ,: : ; d X 一 0
.

(l盯)

下面定理 1~ 3 为本文主要结果
. -

定理 i 设满足条件(2 )~ (5 )
, 又任 (1

,
2 )

,

P> 1
,

且 P》
。孟/ (n + 几)

, y。簇y< P ; u
是式 (1 )的

广义解
;
那么

“
在 Q 内局部有界

.

定理 2 设满足条件 (2 )~ (5 )
,

(7 )
,

且 又任 (
n

n 一 1

,

2 )C (1
,

2 )
, l< P<

n 又/ (, + 孟)
,

7
。

《 y<

p ;
设

“
是式 (1) 的广义解

;
那么

“
在 Q 内局部有界

.

定理 3 设满足条件 (2) ~ (5 )
,

且 几任 (1
,

2)
,

y0 ( y< P ;
设

“
是式 (1) 的广义解

,

且存在常

数 材> O ,

使

(u 一 M )+ 二 m a x (u 一 M
,

o ) = o 在 刃 又 (o
,

T ) U G X {o } (1 1 )

成立
,

那么
“
在 Q 整体有界

.

定理的证明

为证明定理成立
,

我们要用到下面的引理
,

它是文 〔8〕中第 I 章式 (3
,

4) 的直接推论
.

弓}理 i 设
u 任L 二 (o

,

T ; L
:
(G ))门L

,
(o

,

T ;
榨二(G ))

,

那么

丁{
,
·

,“X“ 簇 “‘p
, ’‘ * )(ur a i m a x

l一
。
I、二)

, 。

}{一二
。
l

, d川:
.

(1 ) 定理 l 的证明
.

不妨设 (o
,
t 。)是 Q 的一点

,

P簇 l
,

B (p )= <x 任E
” ,

jx l< P }
,

B (产) x (t
o

一对
,
t。)c Q ;

设 户/ 2蕊户
:

< 两簇户
,

o《 t 。一对《勒< r ,

簇 t。一 (户/ 2尹 ;
设 套(x )= 套(}x l)和 沪(t )分别

是 }x l和 t 的逐段为线性的连续函数
,

满足

当 Ix l簇 P , ,

当 P ) P。 ;

当 t 簇 r0 ,

当 t 李
r : ;

n�
,1

z|J、|气

一一
、.声

召
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那么
,

}甲灯 x )l 簇 1 / (P0 一 p : )
, 0《尹 (t) 《 1 / (r

:
一 r。)

.

设 k妻O
, u = 护尹 (u 一 k )十 (为推导简单

,

设
“e w 至(0

,

T ; L
;
(G )) ;否则用

。
对时间的平均取代

。 ,

到最后才过渡到极限 )
,

那么 p 可取作

试验函数
.

将它代入 (1。)
,

对 ; 分部积分得

。妻
且扎

n 《

一 <护, , (。 一 * )寻(一
。
I
‘一 , “ ) +

‘肠
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。
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‘
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u
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7
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.

(1 2 )

触鲜
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,

设 g ‘· , 一

艾
‘一 ‘, ‘卜

2

“
,

那么在 Q n 《· > ‘}时
,

有 g (U ) 、
丁:一

‘·、

扣
, g (· ) 》

卫
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* )
孟

/ ·d ·“专母告上
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)
·

据此
,

对任何 * > 差
,

有
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一
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备
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·
,
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上
n 《

, > . ,
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,

)
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“, “‘一 “h ,‘X 一
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n 《

.
> , , , 。尹一 ,

, · ‘
d

、
之d ! ,

(1 3 )

由式(1 2 )
,

(1 5 )并应用 Y o u n g 不等式
,

得

(1 一 ‘/ “)

几
n 《,>

. ,。尹 (U 一 h )
孟
‘X +

且又
n 。
:>
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·
!
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‘
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户
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,

,
·

,
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+ 夸户尹 (。 一 h ) (b (二
, t) l守

“
I

,

+ c l
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.

(1 4 )

记
a 二 (户一 7 )(n + 之) / (, + P)

,

并注意到式 (9 )
,

有

孔Jc
n 二 > , ,

。尹 (

一
* )。(X

, , ) .二: 。X d :

一

只又
n 心

.

升 ,

即
(

一
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“
:
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。
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’

‘

几
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联合式 (14 ), (1 5 )
,

借助 Y o u n g 不等式
,

并对 te (0
, t。)求上确界

,

可得
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.
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仃
A (‘

,
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,

r0 )

(“ 一 k )
‘
d xd t)’“ },几 }!、

:。,
IA (k

,

P0
, 几 ,

’一 ’“一’,,:

1
,

rf
份

.

—
气 胜皿

尸。 一 P I J J
月。 ,

凡
,

、》

(u 一 k)‘d xd t )
’“

,}人 !, 、
. 、,

}A (k
,
八

, 几 ) }
’一”一 , /’·

+
、

(

万
(
一

‘,
了
‘X‘: ,

。·‘

万 ,
·
}

, ’

d“ t) (l一
‘

(

汀b
,

(x
, t)d xd 才)1 ,’ ,

(1 6 )
流(‘ ,

P0
,

、) 月 (舀,

P0
,

,0 )

其中 A (尔P
。,

r0 )二丑(P0 ) x (介
, t 。) n {u > k }

,

}A }记集合
月(二,

P0
,

f. )

人 的
n + 1 维 L e be s q u e 测度川二 l。 /

(, + P) “P(
。+ 幻 /( 。 + P)

,

常数 c 和 P0
,
p :

, r0 , r : 以及 h
,
k 无关

·

设 k> h0 》。
,

我们有

,“‘,

八
,
ro , I‘

仃 (17 )
汤(‘P0

,

、》

特别地
,

对 , > h0 ) 。和 ; = 要(, + h
。

)
乙

默
}tdxd

, 、
仃

通(几。,

P0
,

f0 )

. u 一 h
。 . , .

l 二
叫

一- 二‘ 1
.
d 二d t

。

尾 一 n 。
’

,

由式 (1 6 )
,

(1 7 )可给出下式

(1 一 h
。

/ h ) 。r a i m a x

t〔 (o ,

t0 ) J
。尹‘

U 一 h , ‘dX +

C n 《
. > 几)

万护“ , ?
“
”d“

‘

浦(机气
,

、》

簇C {
1

rl 一 r0 JJ
通 (几。

,

P0
,

r0 )

(。 一 , 。

)‘[ 1 + 众
澳

7 )‘〕d川
:

丹 一 刀 0 一

+
l

(P0 一 Pl )P

1

(h 一 h o )
‘一户 万

‘“ 一 “。,
‘d xd ‘

魂(几。
·

P0
,

,0 )

十

仃
d (几。

,

Po
一

f0 )

‘一
‘。,〔‘+ ‘

汽
, ,

,‘xd
‘ + 贻六万 仃

(。 一 h 。),d‘ , 卜
1、

月《. 0
一

气
一
f0 )

+ (h 一 h 。) - 才(卜 1 ,t

一
(

仃
(一

、
。

)
了
‘X‘, )卜 ! ,,,

泥(几。,

P0
,

,0 )

+ ‘* 一 , 1
, 一‘h 一 h

。

,
才(1 - !

一
(

仃
(“ 一 h 。)!‘xd : )卜 :I’:

涌幼 .
,

气
,

、》

+ (

仃
(U 一 h

。
,

,
d X d ‘,

·/, (
Iul

‘’

d初t) “

一
‘

(

月(汤。 ,

P0
,

r0 )
仃

月(. 0 ,

P0
,

r0 )
仃

b’‘二
, ‘, dxd ‘, ‘“

·

“ 8 ,

在 B (P)x (r0
, t。)上对 护尹 (u 一入) + 应用引理 l

,

得

注(几。
,

P0
,

r0 )

仃
(u 一 ‘)’d

“ 仃 }护尹(, 一 h ) {Id xd t

通肠
,

P’
一

气) 月。
,

P0 ,r0 )

《 (优a i m a x

, 任 (o
·

t0 )

,。尹 (

一
h ) · }“X ), /.

仃
(。尹 .二“ l

, + :二: 一(
“ 一 , ), )‘

,
·

(1。)

月 (几*

P0
,

r0 )

尹

l
‘

(,0

B

联合式(1 8 )
,

(1 9 ) ,
即得

「「
, , 、 , 」 : .

,
,

h
、 ‘ , _ ‘ 、

二
,

. 1 、“ 一 n ,
一

0 二。r 盏尧 Lr 一- 二产 , ,,
.

吸”
,

李
‘下P,

. ,

‘

以 ..l>
“ 一 “。 (2 0 )

V h > h
。

) 0 ,

P/ 2镇八< p
。

《p
, t。一尸( 介<

r :
( t。一 (p / 2丫

,

其中常数 C> o 与 五透
。,

无关
·

记号卜
·

}和式(18 )右端表达式一撒 设 夕
,
a 、C (0

,

l) 待定
,

则
·

Po
,

Pl
,
ro

, rl
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JJ
,
·

,
‘.

dxdt
《 印+,

’

B (‘》x 。。一尹
,

、》
(2 1 )

JJ
”
·

‘X
, ‘,‘xd “ 洲

“‘” ,}
B( P0) x( 、一乙,0)

-

取 H 二H (e
,

a
,

川 > 。
,

对 二 = 。
,

1
,

2, ⋯
,

置 h一 ZH 一H / 2’
,

P- ~ 越1 + 1/ 2. )
,

‘节t

一 (P / 2 )
户

一点〔尸一 (, / 2 , ’〕
,

J一
‘

仃
(二 一 , , )’d川t

.

分别用 , . ,
, . 十 :

取代 ho , * , 用 P.
,

P- 十 :
取代 。

,

注(舟.
,

‘
·

、 )

p : ;
用 r-

,

r- + :

取代 r0 , r ,
.

由式 (2 0)
,
(21 )给出下式

,

即

一 ,, 一、 ‘、
, ~ 一“ ,- “

、 ,

2 , (l + 幻 ,
.

2耐
,

.
_ _ , ,

J

拔
‘
r

‘

气‘乙
一“

’ 一 ’ 尸

“ 一

百一
J · 十 户万芍

J · 十 犷
“ ·

+ (买人
)
1
一 * 。 + (翼)

, (1一 / ,
一l’: 》

Ji--
! / 、 + 粤

.

二
(! + 才《1一 ,l一 ,’, )》

。一
(卜 : ,l 一、, 、 ,

Jl J l 尸

x 了犷, 八,

+ J忿
‘·+ , , (印

+ , )“一, ,t ’

个“
· + p , (二 = o ,

1
,

2
,

⋯ )
.

式 (2 1 )隐含了下式

(2 2 )

t,
。

、
仃 一

dxd : ‘ C酬
: ’

‘+ ,

(2 3 )

B (‘) x (, 。一尹
,

t0 》

为方便起见
,

把式(2 3) 中出现的常数 C 吸收到 a 中
,

可认为

J0 《 尹
’

声仰
.

(2 4)

不妨设 H 》 1
,

注意 到 p《 1
,

只要取 a
,

a 满足下式
,

即 2承.+ 砂+l + 孟

洲
(.+ 对‘ l

,

2P,( ,+ 户, +I

洲
‘“+ , , 成 1

,

2P’‘
. + , , + “ , 一 ’,’‘,

洲
‘. + 户, 一’,.0 《 1

,

酬
‘. + 户, + “, 一 ’,, 一‘,, , ,

洲“+ 户, 一叭
,
《 l ,

洲
‘岭户, + “‘一‘,I 一 , ‘、’

洲“ ,) 一l’.l 《 1
,

2a 劝
,

c[ 3尹”
“”劝双州,.+ ” 一

呷 + 4’,
.

‘””一l,.a
, + 产f(P’”

。一‘
, ,

+

尹
一

,),’
‘

〕( 洲(.+ ,), 那么
,

根据式 (22)
,

(2 4 )
,

用归纳法可证得人《护砂
.

扮”对一切正整数 ,

成立
,

于是O ~ li m J- ~ 仃 (“ 一 ZH )‘dxd
t ,

即
。r a i m a x ,

《 ZH < 。
,

这表示

a( 川. ) x (, o一 (八) , ,

,. )
侧户八) x (,0 一 (P, 盆尹

,

t0 )

“
在 Q 局部有上界

.

用 (一“ )取代
“ ,

同样的方法可证
“ 局部有下界

.

定理证毕
.

(2) 定理 2 的证明
.

在 A〔 (
万二I

,

2 ) c (l
,

: )
,

; < , <

共
的情形

,

前面的推导直至式
, ‘ 一

1一 八

(20 )都是成立的
,

只是现在的情形 l‘户(1 + 浇/ n) < 无 借助于内插不等式
,

有

J工
‘

一
,
孟
‘xd , 、 (

万
(
一

,
。

), d川
: )脚(

JJ
(
一

, 。
)矛d X d : ) (1一

, ,

月(品。
·

P.
·

r0 ) 泥。 o
·

凡
·

r0 ) 泥(几。
,

P0
,

f0 )

其中 1/ 孟‘夕/l 十 (1 一夕) /Z
,

即尹‘ (l八一 1刀)/ (1 /l 一 1 /乃
.

据此以及对 Z的假定 (7 )
,

有

孟P/ l >
n
/ (

n + P)
,
l 二 明/ l + 孟(l 一 夕) /了

.

(25 )

不妨设 , > ,
· ,

那么代替式 (2 1 )的第 1 个不等式
,

贝。, 求
打

!
“
}。川 t、, +P

.

它 ,

B( P0 )
x( 、一尹,’0 》

含了下式
仃

.
“

,。 d x dt 、。一川朴
,

JJ
.
。
}ld * t、c6,,

矛产+ , .

与此同时
,

代替出

a (‘ ) x (, 。一尹
· , 。)

现在式 (2 2) 右端花括号中第

a (‘ ) x (, o一声
.

, o )

1 项的将是下式
,

即裂井竺
J酬 (即

+ , )A(l 一。”
.

由于式(2 5 )成立
,

类

尸
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似前面的证明可以进行
,

直至得到
u
的局部有界性

.

定理证毕
.

定理 3 的证明也可类似地进行
,

并且无需区别 l》几和 l< 几的情形
.

因为用 k > M 取代

M
,

式 (1 1) 仍保持成立
.

这样
“ = (u 一k) 可取作试验函数

,

这相当于 灯x) = 沪(t )= 1
.

这样代

替式(14 )的将是下式
,

即

‘
卜

‘/ll ,

扎
n ‘

,
> . ,‘
一

‘, 孟‘X +

几
n 《

,
> , , }二一‘X‘,

‘ C

几
n 七

,
> , ,

〔(C !
·

,
, + 二) + (

一
; ) (。(X

, , ) }二⋯ + e !
·
}

,
一 + 、)〕d斑才

.

余下的证明与前面类似
,

这里从略
.
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