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簿壁杆件在纯弯下屈曲的样条有限杆元法
‘

王全凤 ¹ 李华煌º

(¹ 华侨大学 土木工程系
,

泉州 36 20 11 , º 香港理工大学土木与结构工程系
,

香港 )

摘要 根据位移变分原理
,

用一个称为样条有限杆元法的综合方法对任意截面形状的薄壁杆件在

纯弯下进行屈曲分析
,

并提出用一个经过变换的三次 B 样条函数来模拟薄壁杆件横截面的纵向翘

曲位移场
.

屈曲分析考虑了反映剪力滞后现象的杆壁中面上剪应变的影响
,

与经典理论及有限元

软件包 CO SMO S / M 的结果比较
,

本文方法能够灵活
、

精确和有效地进行薄壁杆的屈曲分析
.

数值

算例的快速收敛说明了文中数值结果的可靠性
.

关健词 样条
,

杆元
,

屈曲
,

薄壁杆
,

纯弯

分类号 T U 323
.

01

薄壁杆件在高层 建筑和大跨度桥梁中的广泛应用使得 它的失稳成为一个重要 间题
.

V la so v 〔‘,
提出了薄壁杆件失稳的简化分析方法

,

但剪力滞后在他的方法中没有得到正确反映
;

有些简化方法
〔2一 3〕
是建立在杆壁 中面上无剪应变或剪应变为常数的假定上

,

这些方法也不能

反映剪力滞后现象
.

R ei ss ne r 〔。和其它一些人
‘卜

7 ,
研究了这个剪力滞后现象

,

但是他们的方法

是建立在假定的翘曲位移函数的基础上
.

在众多屈 曲分析方法中
,

普遍认为有限单元法是最有

效的
‘卜

‘。〕,

为了得到有限元的解
,

需要进行复杂的数据准备和占用大量 CPU 时间
.

因此
,

限制

了这种方法的应用
.

对薄壁结构来说
,

有限条带法能大大减少分析结构的自由度
〔“,

.

但它很难

适应各种类型的边界条件
.

为了提出一种通用的薄壁杆件屈 曲分析的方法
,

本文尝试从 3 个方

面作出改进
.

( 1) 尽管 V la so v
理论对他定义的薄壁杆件是合理的

,

但它不能反映剪力滞后现象
.

因此
,

这个理论对一般杆件不全适用
,

在此需要改进
.

( 2) 对截面有分肢的薄壁杆件
,

当采用广义的位移参数时
,

常用的样条函数很难保证在杆

壁交接处位移的连续
.

为了使方法具有普遍性
,

本文采用结 点实际位移
,

而不采用广义结点位

移作为计算参数
.

( 3) 用变换的三次 B 样条函数代替有限杆元法中的局部线性插值函数
〔‘幻 ,

提出了样条有

限杆元法
.

本文只保留 Vl as ov
“

刚性截面
”

的假定
,

抛弃了他的另一个
“

杆壁 中无剪应变
”

的假定
; 以

及采用一个普遍假定
:

在截面的切线方向与法线方向上的正应 力远 比纵向正应力小
,

因此在本

屈曲分析中可以忽略
.

,

本文 19 95
一0 9 一24 收到

;
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1 薄壁杆件能量方程

图 1 表示任意截面形状的薄壁杆件承受纯弯曲
.

图中
z
轴是纵轴

,
x 轴和 y 轴分别是通过

截面形心
‘
的主轴

, :
是沿截面中心线的曲线坐标

,

H 是杆单元的长度
.

!
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图 1 任意截面形状的薄壁杆件

对薄壁杆件
,

它的总势能是杆件的应变能 U 和荷载势能 V 的和
〔‘3 , ,

即

。 一二 + v 一

含丁了
、

J
二〔: (

留
)

2 : 。 + G (

瓮
+
会

)
2 ,〕‘

· 、 GJ
4 (

鬓
)

2

}‘·

工 f
“

f
2 J o J乙

a 。

〔(留
)

2 , 。 + (

蓄
)

2 , +
会

)
2 ,〕d

·d Z ,

(1 )

式中
,

在荷载势能表达式中的非线性项 (面
二

/ 女 )
“

和 (加
,

/玉 )
2

分别是由横向位移
v 二

和 v ,

引起

的纵 向应变
; w (: ,

z) 是沿着
z
方向的截面翘曲位移

; v :

是在点
:
沿着杆截面中心线切线方向的

位移
; v 二

和 v ,

分别是杆截面上任一点沿 x 和 y 方向的位移
; a 是杆截面的扭转角

,

E 是弹性模

量
; G 是剪切模量

; J
d

是 St
.

V e n a nt 扭转常数
;
公 是整个截面长度

; t 。是在点
‘
杆壁的实际厚

度
; t 是开洞杆壁的拆算厚度

.

根据
“
刚性截面

”

假设
,

杆壁中心线上任一点的切 向位移 v ,

~ vtx co sa + v cy s in a + Pt 夕
,

式 中
a

是 x 轴与过点
5
切线的夹角

; P, 是从形心
‘ 到过 ‘

点切线的距离
;

‘和
v ,y 分别是形心点的位移

在 x 方向和 y 方向的分量
.

写成矩阵形式为
v :

~ [从〕
:二 3

{v 。

}
3 二 : ,

(2 )

式中 叶
:

〕~ [
e o s a s in a 林〕

; 丈v 。

}一 [
v 。 v ,y 夕〕

T
.

2 纵向翘曲位移

由于薄壁杆截面 的变杂性
,

特别对截面有分肢的杆件
,

很难用常用 的三次 B 样条函数来

正确模拟杆壁分肢点上的纵向位移
,

需要把三次 B 样条函数加以修正来克服这个缺点
〔, 。

.

本

文用一个变换的三次 B 样条函数来模拟薄壁杆件的纵向翘曲位移
.

通过变量分离和半离散技

术
,

第 j个结点纵向翘曲位移 w ( : ,

z) 可表达为 (m + 3) 个局部三次 B 样条函数之和
,

即
夕+ 1

w
,
(s , z ) ~ 艺 a ‘

(z )叭(s ) (5 2一 l

簇 万
成

s ,

j ~ 3
,

4
,

5
,

⋯
,

m + 2 )
,

(3 )
f~ j一 2

式中 氏 是广义结点位移参数
; 沪

‘

是一个如图 2 所示 的常用三次 B

(s 一 s‘十 Zh )
3

(s 一 s ‘

+ Zh )
3
一 4 (s 一 s‘十 h )

3

(s ‘ + Zh 一 s )
3
一 4 (s ‘ + h 一

:
)

3

(s ,

十 Zh 一 s )
3

样条函数
.

〔
s 、一 : , s ‘一 ;

〕
,

[
s‘一 1 , s ‘

]
,

[
s 、 , s ‘+ :

〕
,

[
s ‘+ , , s ‘+ :

〕
,

(4 )l
、

⋯. .土一
,

六

一壳b一一
、少
夕

S
‘了、

叭
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式中
、是结点的曲线坐标

; h 是分块的子区间长度
,

且 h 一 si 十 ;
一 s ‘; m 如图 3 所示

,

把横截面分

成相等或不等的若千块中的任意等分的区间数
.

假设 w
‘

是分块中的真

正结点位移
,

即

、.产一卜d了、

、l|卜|J
w

l
= 刁(5 2 , z ) / 击

,

⋯w
:

= w (s : , z )
,

w
‘
一 w (s ‘ , z )

,

⋯

饮少.

式中
s :

和

(5) 可得到

+ :
一 w (s , + : , z )

,

w
. + 3

~ 彻 (s , + 2 , z ) / 击
,

‘+2 分别是分块中初结点和未结点的曲线坐标
.

从式 (3 )一 ‘一 2 ‘一 , ‘ 十 1 1+ 2

1
, 、

1
,

一 丽 又a ,
一 “ , 少”

‘ ’

w
‘
一 万气久一 ‘ 十 “a ‘

一 价 + ‘少
‘

”

(6 ) 图 2 等区间长度的

W
二 + 3

一

矗
(、 + 3

一 气 + 1
) i 一 2

,

3
,

⋯
,

m + 2
. } 三次 B 样条函数

价一
,

如 小
、 咖 动, 一 :

如
一 1

劝.

如+I

优 一 2 , 抢 一 l 切

人 h 六 h h h

图 3 分块的子区间

用 M a p le v
软件包

〔l5J 求解上述方程组
,

把原有的样条函数的广义结点位移参数用实际的

结点位移表达
,

即

a ‘
~ 艺 b ‘; w

‘
(i = l

,

2
,

⋯
,

m + 3 )
,

(7 )

式中 呱是用 M aP le v
软件包计算出来系数

.

把上式代进式 (4 )
,

给出

. + 3

w , (s , z ) 一资
;

〔

. 十 3

,

彭。‘; 叭(, )〕w
,
(z )

泣一j一 2

、,声、.产
八60口了、

矛J、

一
*

咨
:

再 (‘) w
,
(z ) (‘, 一 :

簇
,
簇

, , j 一 3 , 4
,

⋯
,

m + 2 )

j+ 1

式中 再 (s ) = 艺 6砂
,
(s ) (s j一 ,

簇
s
(

s , j= 3
,

4
,

⋯
,

m + 2 )
,

f. J一2

称为变换的三次 B 样条函数
,

它是由 4 个常用的三次 B 样条函数 扒
, )组成

.

因为每块中变换

样条函数的位移参数
,

包括两端的 4 个都是实际的结点位移参数
,

它克服了常用的样条函数在

模拟截面带有分肢杆件翘曲位移时的困难
.

又因为截面的每 1 个分块都由 1 个变换的样条函

数内插
,

而且每 1 个变换样条函数只是与这 1 块的结点位移有关
,

所以每一块都能 自成一体
.

这类似于有限单元法中的单元分析
.

整个截面的系数矩阵类似于有限单元法中的整体分析
,

可

装配而成
.

这样
,

整个截面的纵向翘曲位移可由任意几个分块样条 函数来描述
,

每个分块样条

结点等距划分
,

但不同分块内的结点数可以不同
,

这是一个十分灵活的样条函数插值系统
.

采

用分块样条插值
,

整个截面的纵 向翘曲位移为

w (s , z )
二

式 中
n 是整个截面 内插结 点总数

,

(z )
,

⋯
,

w
。

(z )〕
T

.

艺砚(
s
)w

‘
(z ) 一 〔必〕

l x 。

{w }
, x l ,

(1 0 )

〔必]
1 火 ,

= 〔必
,

(s )
,

必
:

(s )
,

⋯
,

虱(
.

、
)〕

; 弋w }
, 沐 ,

= 〔w
,

(z )
,

w
:
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3 薄壁杆的屈曲分析

假设 x 轴和 y 轴是通过截面形 心
‘
的主轴

,

则下面关系式成立
,

即 叽一‘一声
, , ,

一 吟,

+

劝
.

把式 (2 )
,

(1 0 )和上式代进式 (1 )
,

得

H 一

音丁了
(E (、W

尹

}·〔A 〕‘W
,

, + G ‘W ,
T

「B 〕‘W , + ZG ‘W , ’「C〕‘
· ‘·

,

+ G {v , 。

}
T

仁D
t

j{v , ‘

} + G 弋6
‘

}T J d {夕
,

})d z

冬I
H

[ 、w
,

}T
[二

‘1

〕、w
,

} + 、。
, ‘

}T

{
。 。

[二
,

〕, d
: {二

, ‘

}〕d
二 ,

乙 J 0 J Z 月

(1 1 )

式中 函数上标
“ , ·

表示 对 这 一 函数 的一 阶导数
,

以及 〔‘〕
, · 。

一

丁
、〔, 〕

·
〔, 〕td ‘ ;

〔B 〕

一
�叭[cj1司卜丁

二「,
’

〕
T

〔“〕“一 一

丁
二〔,

!

〕
·
〔。〕, d一 〔D

,

〕
3 x 3

一

丁
二 :。〕

·
〔,

:

〕:‘一 「T
·

〕
3

一
0 一 y

〕
, x ,

一

丁
二a 。
〔, 〕

·

〔, 〕td s
·

当 ,

一平面内的力偶施力口在杆端时
, a 。-

x x Z
+ yy

101

Mx
y / I

二 ,

式中Mx 为施加的力偶
; Ix 为截面对惯性主轴 x 轴的惯性矩

.

对整个截面积分
,

以及注

意到 x 轴和 y 轴是通过截面形心的主轴
,

则

厂

一 「
0

J
二a o

LT
·

J‘d , 一
}

。

L一 似
二

一
均

_ _

。
}一 LTc

Z

J
3 X 3 ,

M益」

000

式中从一
华 {

, ( xz + , 2
) td : ;

参照式 ( 1 2 )
,

荷载势能为
1 工 J 公

v

一 鲁I
H {{。

, ‘

}T
[爪

:

〕、
。 , ‘

} + {w
!

}T
[T

‘:

〕、w
,

}}〕d
z

.

乙 J O

( 12 )

根据变分原理
,

对式 ( 1 1 ) 中 <w }和 {v 。

}分别进行一阶变分
,

以及利用如分部积分等一些常用技

术
,

可得到下面的常微分方程组及其边界条件
,

即

E [八〕
。 x ”

{w
”

}
. x ,
一G 〔丑〕

, x ,

{w }
二 x ,
一G [C J

, 、 ,

{v ‘。

}
3只 :
一 [Tc

,

G ( [ C〕
T ) 3、 .

(w
‘

}
, x ,

+ G [ D ]
3 、 :

{v气}
3、 ;
一 [ Tc

Z

j
3 、 3

{v气}
3 x : -

〕
. 、 ,

{w
l,

}
。 又 ,
一 丈0 }

, x ; ,

E [ A〕
, x ,

{w
‘

}
, x ,

一 [Tc
:

j
, x ,

{w
,

}
, x ; -

{0 }
3又 , ;

{0 }
, x , ,

G ( [C ]
T )

3 x .

{w }
, x ;

+ G 〔D ]
3 x 3

{v , 。

}
3 x ;
一 [二

:

]
3 x 3

(v ‘。

}
3、 ,

~ (o }
3 x , ;

式中 函数上标
“ I,, ,

表示该函数对
z
的二阶导数

,

且

( 1 3a )

( 1 3 b )

( 1 4a )

( 1 4 b )

_

尸 1
LD 」

3

一
LD

I

」
3
一 + 几 }

。

{
L I」

从式 ( 1 3 b )
,

可得

弋v
‘。

}
3 x l

= 一 ( G [D 〕
3 x 3

一 [T
。2

〕
3 火 3

) 一
‘
G 〔C〕乳

,

{w }
, 又 l

+ 厦v
。

}
3 冰 , ,

式中 弋v
。

}是任意积分常数向量
.

把上式代进式 ( 1 3a )
,

整理得

E 〔A 〕
, x ,

谧w
l,

}
, x l

一 G (〔B 〕
。 x ,

一 [C〕
” x 3

〔D 〕灵
3

〔C 〕弧
。

)弋w }
。 又 ,

= G
Z

[ C〕
, x 3

[ T
。:

〕灵
3

[C〕弧
,

{w }
, 火 1

+ [T
。,

〕
, x 。

哎w
朋

}
。 , 1

+ G [C〕
3 x ,

{v 。

}
3 x l ,

( 1 5 )

( 16 )
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上式就是用位移变分法推导出薄壁杆在纯弯状态下的稳定特征方程
.

4 稳定特征方程的解

杆元两端的位移可用矩阵表达为

{w
:

}( : , + 。) 义 ,
一 [

v l二 , v , , ,

a
, ,

w
, , ,

w
: 2 ,

⋯
,

w , , , v。
, v : , ,

8
: ,

w
Z , ,

w
z Z ,

⋯
,

w
: ,

〕
T ,

(1 7 )

式中 变量的第 1 个脚标 1 或 2 分别表示杆元始端或终端 的截面
; vl

二

表示在始端沿着 x 方 向截

面的位移
; w

、;

表示在始端第一个结点上的纵向位移
;

·

⋯ 注意 。
是一个任意选择的结点数

,

通

过它们截面被分成相等或不等的子区间来满足不同形状截面的精度要求
.

把式 (1 7) 改写为屈

曲分析有限元刚度方程的标准形式
,

即

([K 〕+ [K G
] ) (z。 + 。)、 (2. + 6 )

{w : }。
2 , + 。) x , ~ 丈。}(: , + 。) x ; ,

(18 )

式 中 〔K
G

〕是非线性的几何刚度矩阵
,

它可从荷载势能推导而得
;
〔K 〕是线性应变刚变矩阵

,

它

可在式 (1 6 )中令
。。一。

,

得到下式推导而来
.

E [ A〕
, x 。

(w
即

}
, 义 ,

一 G [石〕
, x ,

咬w }
. x ,

= G [C〕
, x 3

{v 。

}
3 x l ,

(1 9 )

式中 [万j
, 又 .

~ [B 〕
, x ,

一〔C j
。 x 3

[ D j灵
3
[C ]孔

。 .

假设 A
; ,

A
: ,

⋯
,

A
,

为特征方程

A [A j
, x ,

哎a }
. 、 ;

一 [石〕
. x ,

{a }
, x ;

= <o }
. x ;

(2 0 )

的特征值
,

并定义一个变换

咬w }
, K , = [

a
〕

, x ,

《U }
, x , ,

(2 1 )

式 中 {a ‘

}是特征向量
,

〔
a
〕~ [ {a ,

}
,

(a :

}
,

⋯
,

咬a ,

}〕
; (U }一 [U , ,

U
: ,

⋯
,

U
。

〕
T

.

把式 (2 1 )代进式

(1 9 )
,

以及利用特征向量的正交性
,

下面的关系式成立
,

即

A -

吾〔
‘〕⋯‘U

“ A
2

.0 」
(

一
‘U

。

’
”

“
’

(2 2 )

式中 【月是单位阵
,

以及弋U
。

}
, 、 ,
一 【

a
〕蕊

,

〔C」
, 、 ,

(二
。

} 3 、 ,
.

与式 (2 0) 解的可能特征值相对应
,

广

义特征值问题 八
‘

) 。(z’一 1
,

2
,

⋯
,

n)
,

其中零特征值数 目等于系统刚体位移模式的数目
〔, 。

.

不

“
. 、, . 人

‘ 。 ‘ _

~
, ,、 ,

_ _ 、 二 ,
_

一
_ ‘

一
, _

一
二

一
, ,

~
, 、 , _ 。

G
_ 。

扩
.

_
.

_

失一般性
,

令 八
,
~ 八

:
~ A

3
~ O

,

则式 (22 )的前 3 个解和其余解分别为 U
‘
一荟U ,

令+ C
l z + C

Z

/ 、 ,

俩
‘

一
, 嘴 ‘ ’ 二 ‘ ’ 乙 ‘ ’ J ” ’

乃
J

~
、 ““ ’ 目 J 口 场 “ ’

~
” ”

~
IJ 、

听
/ , 刀 J / J ~

’

E “ 伪 2
‘

兰
, 1‘ ’

兰
, z

~ _ : ,
.

~ _ , ,

1
, , , .

~
. 、

~ 一
, , , . _ 、

, _

兀了厂下二
、

~

、l = 1 一乙 , j ,
,

U 、
~ 竺八 e

一下’

一竺
‘: e

一

飞
’

一 芍厂U o八l

户4 少
,

八 甲 甲= z / 月
, 常~ 1一 甲

, ^ ‘一月 V 0 1\ 、/ 乙
·

}已
I 、 f

扩 / 2

扩 / 2

〔R
O

一 E / (八
‘
G )

、.产,

刀
、
|||||||||叼�人/(,eE举

一e

o,

0

之 -

〔R 〕
Z ,

0

一甘
, e 一切

/2几卜||
l

|
eses

lJ队

⋯
一一

=你
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弋C }
: . 沐 ,

= 〔C
l , ,

C
l : ,

C
Z , ,

C
Z : ,

⋯
,

C
, ; ,

C
, :

〕
T ,

则式 (2 3 )的解可改写为

{二 }
, x ,

一
鲁[* 。

〕
, x 。

[
。
〕蕊

.

[e 〕
, 只 3

、。
。

}
3 只 ,

+ [二〕
。 x : 。

[e 〕
2 。x , ,

J匀
—

(2 3 )

把上式代进式 (2 1 )及利用式 (1 5 )
,

得

{vc干
一

「卿牲
·

黑
Lz‘ J 丈3 + 。 } x l ‘ L“」

, x ,
L注 , 又z j J

, x {2 。 + 6 }

〔C }(2 , + 。)x , ,

(2 4 )

式中〔二
。

(二 )〕
3 、 。2 。 + 。, 一 [ 一 [。〕毅

3

[e 〕乳
,

[
。
〕

, 又 二

f
‘

[* 。

〕
, x ,

d 二 [
。
〕蕊

,

[ e z
, 又 3

+ 二

粤[ , ]
3、 3 ,

[ 1 2
3 、 3 ,

J O J二

一 〔D 〕、
3

〔C〕;
,

〔
·
〕

. x ,

丁:
〔R 〕

. 、 2 ·

d ·〕
;
〔T

。 (· )〕
, 、 (2
二

6 ) 一 〔〔: 。

〕
, 、 ,

〔
·
〕;

,

〔e 〕
, x 3 ,

〔。〕
, x 3 ,

〔二〕
。 x : ,

〕
; 、。}《

2 , 十 。, x :
一〔昙

、V
。

}、
: ,

、V ,

}:
3 ,

、: }:
2,

〕:

在向量 (口}中
,

(v ;

}是任意积分常数向量
.

根据杆端的边界条件
,

可形成一组方程求得向量

汇 }
,

即从式 (1 7 )和式 (2 4 )
,

得

{W
E }tZ, + 。, x ;

~ [T E
〕

(2 , + 。, 、丈2 , + 。, (亡}《
:” + 。, 、 , ,

(2 5 )

式中 〔爪〕
《2 , + 。, 、。2 。+ 。, =

「【几
‘“

)--\
· ‘2一巴

⋯【
只J一L卜

(“’」二 ‘肠+ 6 ,

{贤
‘

州
3 ·

“十

世
比a J

, x ”

LT
,

(H )」
, x 《2 , + 。,

从式 (25 )
,

可得

{亡} ; : . + 。, 洲 ;
一 [T :

2 . + 6卜X
(、+ 6 ) (W

E }《
2 二+ 。一、 ,

.

(2 6 )

回代式 (24 )
,

则下式就是以杆元两端位移表示的杆元中任一点位移的表达式
,

即

辫
一

价z>r1x 黑
Lw J (. + 3 } x x t L“ J

, x o
L三 , 气2 少J

o x tZ。 + 6》

〔几〕几二
+ 。)又 (: , + 6 } {W

E

}、
2 。 + 6 , x : ,

(2 7 )

依推导有限单元法刚度矩阵步骤可得杆元的线性应变刚度矩阵〔K〕
.

上式代入式 (12 )
,

得

1
, , , , 、 ,

y 一 一 万又W
E 少fx ‘“·+ ‘, [K G

〕
{2 。+ 。} x {2 , + 。, {W

: }《
2 , + 6 , 又 , ,

(2 8 )

〔K
·
〕
魂2 ·+ 6各· <2

一
(〔T

·
〕一 ) tZ ,

一
,

一I:
(〔T

, ,

(Z )〕:
, + 6各x 3

〔T
一
〕

3
一〔T

, ,

(· )〕
3 又 《2 ,

一

+ 〔T
, ,

]几
。+ 6 )x ,

[
a
〕蕊

。

[T
o Z

]
, 沐 。

[
a
〕
。拭 。

[T
‘w
〕

, 义 、: , + 6 , )d z
[T E
〕舀孟

+ 。, 火 { 2。 + 6 ,
.

(2 9 )

5 数值例子

用本文的方法对图 4 所示的 3 种截面形状的悬臂薄壁杆件进行纯弯状态下的屈曲分析
.

例 1 如图 4a 所示的 T 型截面的悬臂薄壁杆件
.

E ~ 10
6

kN
·

m 一“ ;
泊松 比

, 一 。
.

25 ; t -

0
.

4 m ;
杆件长度分别为 40 m

,

30 m
,

20 m
,

10 m 和 s m 五 种
.

,

本文的结果 Mc
r ,

与经典的结果

Mc
r Z 〔, ’〕比较在表 1

.

从表 1 可看到
,

这两种不同的方 法得到的结果吻合的很好
.

例 2 如图 4 b 所示的箱型截面的薄壁杆件
.

E ~ 1。‘ kN
·

m 一 2 ; 。一 0
.

25 ; t 一 。
.

Z m ; 悬臂杆

件的长度分别是 4 o m
,

3 o m
,

Zo m
,

l o m 和 5 m
.

利用 U m a n s k ii理论
〔‘s ,屈 曲分析的结果 从

r 3

与本文分析的结果 从
: 1

综合在表 2
.
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扩扩扩

图 4 薄壁杆件的截面形状

表 1 例 1 结果的比较 ¹

R 20 15 1 0 5 2
.

5

材七
rZ / N

· m 4 353
.

36 5 4 43
.

4 7 7 20 4
.

7 6 10 258
.

9 12 274
.

6

几‘ , / N
· m 4 353

.

0 2 5 438
.

4 4 7 18 7
.

3 6 10 20 2
.

6 12 17 6
.

4

入么
r , / 材七

r : 0
.

9 9 9 9 0
.

9 9 9 1 0
.

9 9 7 6 0
.

9 9 4 5 0
.

9 9 2 0

¹ 表中 R 是薄壁杆件的细长比

表 2 例 2 结果的比较

R 20 15 1 0 5 2
.

5

材去
r3 / N

· m 7 0 654
.

7 9 4 6 64
.

7 1 43 40 0
.

29 2 3 0 3
.

58 9 4 9 5
.

吞乙
1 / N

· m 6 7 67 1
.

9 8 8 7 9 9
.

3 128 7 0 7
.

22 9 7 22
.

36 4 6 55
.

材
. r , /材七

r : 0
.

9 5 7 8 0
.

9 38 0 0
.

8 9 7 5 0
.

7 8 5 9 0
.

6 18 6

从表 2 比较可以看 出
,

对于 Vl as ov 定义的闭 口薄壁杆件
,

本文的方法也是有效和精确的
.

从表中还可以看出
,

在 比较小的杆件细长比情况下
,

两种方法得到的结果有明显的不同
,

原因

是前者没有正 确反映剪力滞后现象
.

比较例 1和例 2 可以看 出
,

在小的细长 比情况下
,

闭 口薄

壁杆件 比开 口薄壁杆件剪 力滞后现象大得多
,

原因是前者杆件中剪 力形成一个闭合流
.

例 3 图 4。为不规则工字型截面薄壁杆件的屈曲分析
.

E 一 10 ‘ kN
·

m 一2 ; G / E ~ 0
.

4 ; t -

0
.

Z m ;
悬臂杆件的长度分别是 120 m

,

90 m
,

60 m
,

30 m 和 15 m
.

本文得到的数值结果 入几
,

与

有限单元软件包 C O SMO S / M 的结果 Me
r

“
‘幻比较在表 3

.

表 3 例 3 结果的比较

R 20 1 5 10 5 2
.

5

材毛
r‘ / N

· m 39 6
.

6 0 5 46
.

0 0 9 32
.

7 9 2 8 9 2
.

73 10 57 7
.

2

材七
r。/ N

· m 3 8 0
.

67 5 34
.

6 6 9 3 6
.

14 2 9 8 8
.

忿5 10 7 63
.

2

拟七
r l / 材七

r ; 0
.

9 59 8 0
.

9 7 9 2 1
.

0 0 3 6 1
.

0 33 1 1
.

0 17 6

对不规则工字型截面的壁杆件
,

无现成的例子可对比
,

只好用
“C O SMO S /M ”

有限元分析

程序计算同一杆件以进行 比较
.

从表 3 可以看出
,

用这两种不同的方法得到 的结果是很接近

的
,

但本文的方法 比
“CO SM O S / M ”

省很多计算时间
,

其中包括数据准备时间
.

6 收敛性研究

特征值和 特征 向量解法的一个重要方面是要估计 出所算得特征系的精度
.

因一个特征系

的解法须迭代
,

只要它收敛于规定的允许范围内
,

即可终止求解过程
.

本文用例 3来探讨薄壁

杆件临界弯矩 Mc
r

随沿长度方 向划分杆元数
召
的增加所引起的收敛速度的变化 (见表 4)

.
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表 4 杆件的单元数对Mc
,

的影响

H / m

3 8 0
.

6 6 7

3 8 0
.

7 3 4

3 8 1
.

1 0 0

3 8 6
.

5 7 2

5 3 4
.

6 5 7

5 3 4
.

7 3 3

5 3 5
.

1 4 4

5 4 1
.

4 2 2

9 3 6
.

1 3 8

9 3 6
.

2 5 6

9 3 6
.

8 5 5

9 4 5
.

8 5 2

2 9 8 8
.

3 5 0

2 9 8 8
.

8 2 8

2 9 9 0
.

8 9 6

3 0 1 7
.

2 4 8

1 0 7 6 3
.

1 8

1 0 7 6 6
.

6 4

1 0 7 7 9
.

1 1

1 0 8 9 7
.

5 4

表 4 表 明不规则工字型截面的悬壁薄壁杆件的屈 曲解是快速 收敛的
.

只要薄壁杆件沿着

长度方向划分很少几个杆元就能取得收敛的效果
.

7 结论

根据位移变分原理
,

一个综合的方法 (样条有限杆元法 )被提 出来对具有任意截面形状的

薄壁构件在纯弯状态下进行屈曲分析
.

根据本文的分析
,

可以得出下面一些结论
.

(1) 本文的方法由于考虑了剪力滞后现象
,

扩大了应用范 围
.

它可用于任意截面形状薄壁

杆件在任意边界条件下的屈 曲分析
.

(2) 用变换的三次 B 样条函数来模拟薄壁杆件截面的纵向翘曲位移
.

利用这个样条函数

作为插值函数
,

截面可被分为等长或不等长的块去满足不同的需要
.

这样由整截面的样条插值

改为分块插值
,

解决了截面有分肢的间题
,

增加了方法的灵活性
.

(3) 因为本文方法没有涉及到剪力中心和扇性坐标的慨念
,

故它容易被理解和掌握
.

(4) 从本文的数值结果与经典理论和标准的有限单元法结果 比较看
,

本文的分析方法是

精确和有效的
,

且有灵活性
.

与有限单元法相比
,

还可省许多计算时间及减少数据文件准备 的

工作量
。

(5) 本文数值结果的快速收敛
,

说 明本文结果的可靠性
.

(6) 作为一种薄壁杆件屈 曲分析的一般方法
,

薄壁杆件中面上的剪应变对屈 曲荷载的影

响应该考虑
.

对那些有 比较小细长比的杆件
,

这个影响可能是大的
.
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A 加trac t Ba se d o n d is p la e e

me n t v a r ia t io n a l p r inc iple
, a e o m p r e he n s iv e m e t ho d k n o w n a s s plin e fi n i te m e m -

be r e le m e n t m e th o d 15 u s e d fo r an a l” in g th e bu e k lin g o f th i n
一

w a lle d m e m be r w i th a r b it r a r y s e e t i o n
.

A t r a n s -

fo rm e d B 3一s p lin e fu n e t io n 15 p r e s e n t e d fo r sim u la t in g th e lo n g it u d in a l w a r p in g d isp la e e

me n t fi e ld a lo n g th e

e r o s s 一 s e e t io n o f t h in 一

w a lle d m e m be r .

T h e e ff e e t o f sh e a r in g s t r a i n o f th e m id d le s u r fa e e ,

w h ie h r e 月e e t s h e a r -

in g la g ,

h a s b e e n t a k e n i n t o a e e o u n t d u r in g b u e k lin g a n a lys is
.

A s e o m p a r e d w ith t he r e s u lt s fr o m e la s s ie a l

th e o ry a n d fin i t e e le m e n t so ft w a r e p a e k a g e CO SMO S / M
, t hi s 15 a fl e x ib le , a cc u r a t e , a n d e ffe e t i v e m e th o d fo r

th e bu e k lin g a n a ly s is o f th i n
一

w a lle d m e m be r .

T he fa s t e o n v e r g e
nc

e o f n u me
r ie a l e x a m ple s ae e o u n t fo r th e r e -

lia b ility o f it s n u m e r i e a l r e s u lt s .

K e ywo r d s s p li n e , m e m b e r e le m e n t , b u e k lin g , thi n 一

w a lle d m e m b e r , p u r e be n d in g


