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各向异性磁矢势 A 的微分方程及其解
‘
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摘要 从各向异性介质中的磁场基本方程组出发
,

导出各向异性磁矢势 A 的微分方程
,

直接求解

而得 A 的积分公式
,

并通过实例说明在各向异性坐标系中由 A 求 B 的方法
.

关键词 磁矢势
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本文研究的问题是从研究网络现代场论
〔‘, 中提出来的

.

网络现代场论中提 出的场论说
‘幻

其中一个要解决的问题
,

就是对 4 种基本 网络元件从介质为线性各向同性到线性各向异性
,

再

到非线性这 3 个层次要建立它们全部的 12 个特性普遍公式
‘3一 ‘,

.

当研究磁介质为线性各向异

性的 自感和互感的特性普遍公式时
,

必须先得知在各 向异性的线性磁介质中的磁矢势 A 的积

分公式
.

因此
,

对此积分公式发生 了兴趣
,

且于 1 99 1 年顺利地解决了这个 问题
‘5 ,

.

它不仅由

此导出各 向异性磁介质的电感公式
,

而且 由此在 1 9 9 1 至 1 9 9 4 年发表 了 7 篇文章
.

它们分别

研究了在各 向异性磁介质 中若干 种电流分布产生 的稳恒磁场
〔卜”和在各向异性电介质中若干

种带电体分布产生的静电场
〔l”一川以及在各向异性磁介质 中传播的电磁场的推迟势

〔, 幻
.

可见
,

各向异性磁矢势 A 的积分公式具有相 当的普遍性和重要性
,

是研究各 向异性电磁场的理论基

础之一 在文〔5〕给出这个积分公式 时
,

虽 然 A 的微分方程 已经导出
,

但该方程因包含 厂
‘

当

时无法求解它
.

只得借助引入另一矢 量 C
,

在 C 的微分方程中并不包含 厂
‘

并且容易求解
,

然

后通过 A 与 C 的关系而得 A 的积分公式
.

这样对求 A 的积分公式绕了一大圈
.

本文用简洁

方法推导 A 的微分方程并找到直接求解 A 的微分方程的一种方法
,

得到 A 的积分公式就 比较

捷径
.

1 磁各向异性介质中的磁矢势 A 的微分方程

当仅有磁场存在时
,

在导体周围的各 向异性均匀磁介质中
,

磁场基本方程组为
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,
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由磁导率张量 协
‘

定义一个并矢
,

即

~ 3 3

尸一 艺 艺从
、e * e ‘

.

(4 )
k = I f一 l

式 (3) 可表成

B = 夕
·

H
,

(5 )

若〔热
‘
〕是非奇矩 阵

,

即存在它的逆矩阵〔热
‘
〕一

‘ ,

则上式有唯一解
,

即

H ~ 材一 l ·

B
,

(6 )

式中

材一 l
亡备君f

·

(7 )一.产

3
艺司

3
艺�

一一

瓜
‘

是逆矩 阵〔热
,

〕一
’

中的元素
.

式 ( 6) 代入式 ( 7) 得

甲 又 (夕一
’ ·

B ) ~ j
,

再以式 ( 2) 代入上式
,

便得 A 所满足的微分方程为

甲 X (夕一
‘ ·

△ 又 A ) 一 j ( 8 )

2 各向异性磁矢势 A 的积分公式

为简单起 见
,

令在张量 从13 个 主轴为 x l , x Z ,
x :

轴的情形下
,

寻找满足方程 ( 8) 的 A 的解
.

当介质为线性各 向同性时
,

已知 A 的积分公式为

A
‘
(x ) - 刹命等踢

访
( i = l

,

2
,

3 )
,

式中 R 一 x 一丫
.

由此推知
,

当介质为线性各向异性时
,

A 的积分公式亦应有类似的形式
,

即

A
、
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4 7T J
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式 中
a ‘和 b ‘(l’一 1

,

2
,

3) 为待定常数
.
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则式 ( 9) 中的第一分量表达为
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,
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若 F 代表方程 ( 8) 中括号 内的矢量 F 一厂
‘

{
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;
.
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当张量 协
,

的 3 个主轴为

第一分量的方程为

淤
3
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轴时
,

有 从
,
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.

因此
,

方程 (8) 中的
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把圆括号外的变量(x
, , x : ,

x 3
)变换成 (y

l ,
y Z ,

y 3
)

,

并合并同类项
,

得
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由式 (9) 可见
,

上式中 A
:

和 A
3

与 j
l

无关
,

但上式表 明右边三项都必须出现 j
;

才有可能保持两

边恒等的关系
,

并考虑每一项对微商变量应有对称性
,

故可令上式右边第一项 圆括号内的项为

1 扒
,

.
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—
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产3 3 d T Z 产 2 2 d z 3
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式中 M
l

是一个待定常数
.

把上式代入式 (1 3 )
,

得
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,
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根据关系 R 一 x 一丫
,

对观察点 (x
, ,

x Z ,
x 3

)求微商时
,

源点的坐标 (或
,

碗
,

式 )是不变的
,

因而有
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于是
,

前式写成
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式中

M
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,

由方程 (8) 的第二分量和第三分量的方程可得
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,
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b l
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2 2 ,
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.

把式 (2 1 )和 (2 2 )代入式 (1 5 )
,

(1 7 )和 (1 8 )中
,

分别得
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现在就可以对式 (1 2 )求如下偏导
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即
;

日
‘
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2

代入式 (2 3) 中
,

得
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上式对电流分布 区域求积分时
,

观察点的坐标 x 是固定的
,

因而 由关系 x’一 x 一 R 可知

d V
,

~ Id x ld x 王d x 兹l - .d 尺
l
d R

Z
d R

3

1

1

二
,

厂- 一
~

一
~

一
:

一

露赢
Q y ’Q y ’Q y ’

一 ” “““2 ’产”“ y ‘。 y ZQ y 3
’

于是
,

式 (26 )写成
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式中算符军
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;
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,
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,
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,
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,
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用同样方式处理式 (2 4 )和 (2 5 )
,

可证得

a Z
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/ ;
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一 了
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把式 (2 2 )
,

(3 1) 代入式 (9) 的第一分量和第二分量中
,

得

1
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于是
,

由式 (3 。)
,

(3 2 )
,

(33 )得各向异性磁矢势 A 的积分公式为

A
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式中 △ij
代表行列式

产产产热八八产产产

一一从

中元素为 片
,

的代数余子式
.

当在一般情况下
,

介质的张量 沟 3 个 主轴不为 x , ,
x : ,

x 3

轴时
,

亦可证明方程 (8) 的解为
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3 举例

在各 向异性均匀磁介 质中
,

设有一无穷长直导线载 电流 I
,

求磁场的磁矢势和磁感应强

度
.

取介质 3 个主轴与选用的直 角坐标 3 个轴一致
,

并使与导线

重 合的介质主轴为 x :

轴
.

这时式 (34 )中只有一个不为零的分量

A
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引入各向异性直角坐标系 夸
1 ,

夸
: ,

夸
3 ,
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夸
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石
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,

在此坐标系中
,

电流元 Id跳到 P 点的距离 y 为 (见图 1)
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附图 载电流为 I 的无限

长直导线
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因而
,

式 (36 )可写成
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式中 D 为 P 点到导线的垂直距离
.

利用上式可计算两点 P 和 尸
。

的磁矢势差
.

设 尸。
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。 ,
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,
,

(尸。一 ,
,

(尸
。
) 一 1im

血i巫
M ~ 。 4 兀

二 .
_ _

, 、+ 丫
y梦+ D

3

J ’I‘
~

刃一甲
一

万于井于
y 3

+ V y了+ D 孟

丫又不二
4 兀

丫不;二砚
4 兀

1 lim ln

M~ 伪

1 十 丫1 十 D z/ M
Z

1 + 丫
1 + D 若/妒

一 1 + 丫: + D 若/妒
一 1 + 丫1 + D

Z

/妒

D 芡
1 111 二滋 =

Ij
‘

石只二二
_

.

D

一
1 In 二二 ~ 。

艺兀 刀
。

若选 P 。
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,

规定 A
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式中
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D
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(x
1 ,

x Z
)和 (xl

。 ,
x Z。

)分别是 尸 点和 尸
。

点位于垂直导线的平面内的坐标
.

把以上二式代入式

(3 7) 中
,

即是所求的各 向异性磁矢势
.

为求磁感应强度
,

先对式 (3 7 )取对甲 :
的旋度

,

即

二
‘ 义 ,

一典奚
, (、

n

癸) 又 。 -
立李)氛

,

乙 , ‘ 儿产 0 白 , ‘ 乙夕

(4 0 )

式中细是在各向异性坐标系中的方位角 0: 的单位矢量
,

而算符甲
‘
为

_ J
.

刁
.

J

V ‘一 君‘

溉 十 君2

溉 十 ‘,

溉
’

其次
,

若引入一个与磁矢势 A 有关的矢量 Al 为

A’ 一

瓶Ale
,

+

疏Aze
Z
+

瓶Ase
,
一分

.

A
,

(4 1 )

式中并矢 口为

石
产
一

瓶
。1 0 1

+

瓜
。。。: +

瓶
。3 0 3

·

并利用式 (3 7 )的坐标变换关系
,

就可以把表示 B 的算符甲变换成算符甲
: ,

即
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B ~ 甲 X A

e ,

a八‘
,

a八
‘, 、

.

么
- - 一

二二二二二 (
.

百汁 一 而
= ) 十 一二二二二二

了。
2 2 产3 3

几
, ‘ ,

了八
3 ; 1 ,

(

蓄
aA a八

, , ‘
.

‘

一 二拼 ) 十 一二二二二二二

、
1

了; , , 产: 2

叭
‘

蓄
扒
考

2

l)

一户 甲 : 又 Al
,

(4 2 )

式中又引入并矢 丫为

石
” l
一

霖赢
““ -t-

l

振赢
一 +

赢一
把式 (3 7 )代入式 (4 1 )

,

再代入式 (4 2 )得

B 一

瓶石
.

二
: x A.

于是
,

就可以把在各向异性坐标系中计算的结果式 (4 0) 代入上式得

B 、
石;不;;

,

瓜 I ~

乏亮万材“‘ , (4 3 )

式中在各向异性坐标系中的单位矢量为

e 此 = c o s

枷
:
一 s in份

,
.

故

I 厂一
.

,

厂一
~ .

万 一 石二石 戈V 八
Z c o s 口声

:
一 V 产i ; s ln 口声

: ) ,

白 “上 2

(4 4 )

式中把方位角 氏变换回原来坐标系(x
, , x : ,

x 3 )中

e o s氏 = 婆 =
-
一一一

~

一一三匕一一一
—

: s in 6
,

=
- -
一

“
D f 一一

_ _ . _ ’

一
‘

一 “

一 V 产1 ,
(x 费/ 产: ; 十 x 鑫/ 产

2 2
)
‘“

连同式 (3 8) 一起代入式 (4 4) 中
,

即得在直角坐标系 (x
: ,

的关系为

y z

D

劣 2 -

X 2

石二(
x

协
, ‘

x 3
)中所求的 B

+ x 至/为
:
)
’/z

依赖于磁各向异性

I

2二(x 费/ 产
: ;

+ x 圣/ 产
2 :
)

厂一一 fx
, x Z

)
V 产“产, ,

(瓦
￡ ,
一 石

e ,

)
’ (4 5 )

当 产 1 ,
一内

:
一内

3
一产时

,

即当磁介质为线性各向同性时
,

式 (4 5 )简化成
n

可
_

二, 二二二二 二 , - 花二七月 .

艺兀丈夕
一

’

这正是所预期的结果
.
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