
第 17 卷 第 1 期

2 9 9 6 年 1 月

华 侨 大 学 学 报 ( 自然 科 学 版 )

Jo u r n a l o f H u a q ia o U n iv e r s ity (N a tu ra l S e ie n e e )

V o l
.

1 7 N o
.

1

Ja n
.

1 9 9 6

机器人动力学的快速算法
’

林瑞麟 蒋少菌 林 碧

(华侨大学精密机械工程系
,

泉州 3 6 2 0 1 1)

摘要 用旋量方法研究机器人的动力学模型
,

将速度和角速度
、

力和力矩的内在联系有机地融合

为一体
,

使 N e w to n 一

E ul er 方法更加简明有效
.

文中相对于机器人各臂质心建立起参考系
,

从而简

化了惯性张量和质心加速度的计算
,

达到快速
、

实时的目的
.

关键词 机器人动力学
,

旋量
,

牛顿
一

欧拉方法

分类号 T P 24

机器 人的运动学和动力学研究直接关系到机器人的设计和控制
,

研究的 目的在于寻找能

够快速计算机器人动 力学模型的方法
.

目前关于这方面的研究有许多方法
,

如 lag ra n
ge

一
E u -

g le r
方法

; N e w to n 一
E u le r

方法
; 递推形式 la g r a n g e 一

E u g le r 方法
;
广 义 D

‘
A le m be r t 原 理和方

法
〔。

.

N e w to n 一

E ul er 方法 的计算量较小
,

但是难以用它设计机器人的控制系统
.

旋量方法是

沿着另一条独立途径发展的动力学分析方法
,

它将矢量与矢量矩融合为 一体
,

使牛顿
一

欧拉方

程具有更加简明的表达形式
,

将对偶数记法用矩阵形式表达使运算程式化而便于程式控制
.

文中在构件的质心建立了附体坐标系
,

使惯性张量和质心加速度计算进一步简化
.

1 旋量

1. 1 对偶矢里
、

旋最和对偶角

S 矢量在三维 空间的位置和方向
,

由其矢量 S 及其与给定参考点 A 的线矩 了确 定
,

用

Pl uc ke
r 坐标表示为 (S

,

了 )
.

对偶矢量的表达式为 亏
,
一 s + 绍

, ,

式中 s 称 为对偶数 亏
*
的原部

,

了称为对偶数 j人 的对偶部
, 。
是 Cl iff or d 对偶标记

,

并定义 .: 扩 ~ 砂-
·

一
。

当对偶矢量 亏
,

的参考点由 A 移至 B
,

且 s
·

了护。
,

则存在 亏
,
一亏

,

+ 。丫5
.

此时的对偶矢

量 亏称为旋量 (s c r e w )
.

r
是点 A 至点 B 的矢径

.

力系中的主矩 M 与向任意点简化的主矢 F
、

刚体的瞬时角速度 。及体内任意点的速度 U
、

质系的动量 Q 与相对任意点的动量矩 H 等物理

量均可以旋量形式表示
,

即

F 一 F + ￡
M

; 。 = 。 + ‘W ; Q 一 Q + ￡万
.

将对偶矢量 (s
,

j
,
)对参考基 (O

,

X )
‘

上的分 量 亏
, ,

亏
, ;
( 龙~ 1

,

2
,

3 )依次排成的六阶fIJ 阵
,

称为

矢量 左对于 (o
,

X )
‘

的旋量flJ 阵
,

也即 j一 [s
, 5 2 5 3 5 ‘ , s ‘: s ‘3

j
T

.

‘
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2 旋 t 变换与旋t 的矩阵记法

对偶矢量 (S
,

S’ )在不同基 (0
,

X )
‘

及 (0
,

X ),
的旋量坐标列阵 亨与 宁 之间满足关系式

,

即

全一 A咭
, ,

式中 才
,
为旋量变换矩阵

.

设才
j
是将参考基 (0

,

X )
‘

旋转至基系 (0
,

X ) ,
的旋转螺旋变换矩阵

,

即

a 。是第 夸行
,

第 y 列基矢量 X会
,

X 子之间夹角 ‘的余弦
,

即
a 。一群

·

X 子一 。os ,

设 砂为基系原点 O
‘

至 O ,
的矢径

,

定义 B 汀为 沪相对 X
‘

的坐标方阵 才与 A ‘的乘积
,

即

「
“

Bii 一 刁Ai,
,

刁一 }
J

3

L一 d Z

一 d
3

0

d
l

d : -

一 d
i

0
_

B 心为在三维空间将参考基 (O
,

X )
‘

平移至基系 (O
,

X ) ,
的平移螺旋变换矩阵

.

d
: ,

d : ,

d
3

为矢径

砂在参考基 (O
,

X )
,

中的三个投影
.

不同原点的两个 不同基 r 和 矛 之间的旋量变换矩阵

为
‘幻

FA
‘j : 0 〕

才
,

一 l 二
一

::
一

份
一 :

.

!
,

LB
, , :

A
, J J

任意两基之间的变换矩阵等于一系列相邻基之间变换矩阵的连乘积
,

即 A心

螺旋变换矩阵才
矛和其微分 dA“的变换式为 d A“= △A 心 ,

在微分情况下

并略去高阶微量
,

此时

一甘,
孟

一
,

.

孟一 才

s in古, 古
, e o s古~ l ,

0

衍
3

一 叙
z

0

d x 3

一 d x
Z

一 肠
3

0

叙
1

一 d x 3

0

d x
i

一 叙
z

一 ax
l

0

d x :

一 d x
l

0

0

0

0

0

占x
3

一 占x
:

0

0

0

一 衍
3

0

肠
1

0

0

0

ax
z

一 缸
:

0

式中 占x
‘

表示第 i 个参考基的微旋转
,

d x
‘

表示第 i个参考基的微平移
.

定义如下函数

!“当第 ‘个关节是转动关节时 ),

10 (当第 i 个关节是移动关节时 )
,

令 户
‘
= [。 o 片 0 0 (l 一 产

‘
)〕

T ,

取第 i 关节副的转角 民
,

或滑移距离 z
‘

作为广义坐标
,

则 q ‘一 (1

一片 )Z
‘

+ 片氏(i~ l
,

2
,

⋯
, , )

.

因此可得

滋,i/ 匆
‘
二 d A “ ,

aA tj/ 匈

000约000 0

= A
‘j。 , ,

0

0 0

0 0

0 0

一

约

0

0

0从00

(1
一

产‘)

0

产‘

0

0

一

(l
一

产‘)

0

0

0

0

0

一

从

0

0

一

(1
一

巧 )

巧

0

0

(l
一

巧 )

0

0

0 0

0 0

0 0

0 0

0
一

群‘

0 0

从o00
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2 动力学模型的旋量表达式

2
.

1 运动方程

为了使惯性张量和质心加速度计算简化
,

进而减少关节力 (力矩 )的计算
,

将固联于机器人

各可动件上的附体参考系原点放在相应构件的质心 O
、

上
,

(i = 1
,

2
,

⋯
, , : )

.

如图 l
,

设附体参

考系 (O
, x 奋

)卜
;

和 (O
,

扩 )
、
(k = l

,

2
,

3 )中 x 乳
: ,

对 分别

平行于前 (或后 )关节轴
: ‘, , ‘+ ;

.

x 乳:
与

: 、

之间距离为

峨一 : ,

对 与
: ‘十 :

之间距离为 阮
,

参考轴 对
, x 扛

1

分别沿

b‘
,

认_ : ,

图示箭头方向为正方向
,

并令 对 同时与
: ‘

及

对 正交
, x 仁

:

与对 之间的扭向角为 ai
,
x 肚

:

与 对 在关

节轴
s ‘

的垂足 P
,
t 之间距离无滑移时为 h

.

;
有滑移量

z
时为 (h + 2)

.

点 t 与 O
‘

的长度为
a ‘ ,

6 为 x 扛:
与 对

在垂直于 对 轴平面上的夹角
.

八一 , ,

b
‘,

h
, a ‘

均为结构

常量
,

e和 z
分别为转动关节变量和移动关节变量

.
\

将 附体参考系(O
,

才 )
‘一 :
变换到 (O

,

扩 )
‘

位置的

变换步骤为
:
(l) 将参考系 (O

,

x )卜
,

沿 x 扛
:

移动距离

配
:

至 s‘

轴的垂足 P 点
,

使 x 乳:
轴与 si 轴重合

; (2 )

再沿
, ‘

轴移 h 至 t 点
; (3) 绕 工扛

:

轴转过
a
角

,

使 工乳; 图 1 质心附体参考系

与才 轴平行
; (4) 沿 对 轴方向移动

a ‘

距离至 以 位置
,

使 之乳:
与 才 轴重合

; (5 ) 绕轴 对 转过

夕角
,

使 x 卜
,

与刁 重合
.

因此
,

第 i构件附体参考系相对于第 i一 1 构件的旋转变换矩阵为

一 C a sa

C 口C S

S a

”a sa l
一 S aC 口

}
C a J

户脚
l

比
一一一

A

平移变换矩阵为

一 (h + z )

0

b
‘一 :

+ a C夕

a 1
5 口

一 (b
‘一 ;

+ a C夕)

0

z

动

0+久

h一

厂.1
‘

seseeeseseL

一一一
B

当运动关节为回转副时
,

滑移量
z = O ;

运动关节为移副时
,

6一 0
.

式中 C
,

S 为
。。, , s in 的缩写

.

组成参考系 (0
,
x )

‘

相对于 (o
,
x )

i一 :
的旋量变换矩阵为

「A : _
1

A 二_
1
= l

,

兰一
LB :一

i : 戒
一 1

出
一 ;

的逆阵 出
一 ’,

则将组成 出
_ ;

的各子矩阵转置为

‘
一 ‘一 (‘一 ,

一〔
(川

一 ; )T : o

(B :一
;
)T : (A :一

,
)
T

假设
:
V
‘

第 i构件质心的绝对速度
;研 为第 i一 1 构件上与 O

、

重合点的速度
;竹 为 O

‘

相对 于参

考系 (0
,
x )卜

;

的相对速度
.

矶 为第 i 构件的角速度
; e .

(k ~ 1
,

2
,

3) 为参考系的单位矢量
.

构件

质心的速度为 v ,
一丫十r

,

r ~ 出
一 ;

矶一 , ,

r 一次
一 :

(叭 一 l x 阮一
,
)。

,

+ 向
‘
)

.

因此
, v ‘
一宏

一 1
(Vi 一 ;
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+ 公 一 , 义 吞卜 ,
)e

l

+ 向
‘
)一A扛

1
(叱

一 ,

+ 两
‘
)

,

其中 v扛
;
一 (v

、一 ;

+ 公一 , x 吞‘一 ,
)e

,
.

构件 i的角速度为 公一出
一 ,

(公一 ;

+ 两
;
)

,

将 v
‘ ,

公 写成基系的速度旋量式表示为

,
‘
一

「乏」
一“,一‘它一 + 乒, ‘’

,

(l )

式中 它
_ 1
一
r

_

华)
.

将式 (2 )对时间求导得下列质心力口速度旋量式
L V i一 i J

护
‘
= 护:

一 : (它
一 : + 所

‘
) + d ‘

通:
一 ;

它
一 ,

女
‘
.

(z )

2. 2 动力学方程

设 m
;

为第 i 构件总质量
,

了
‘

为第 i构件质心对于 自身参考系的惯性矩阵
,

不
十 ; ,

从十
1

为第 i

+ 1 构件通过 i + 1 关节对 i构件作用的力和力矩
,

关一 : ,

踌一 :
为第 i一 1 构件通过关节 i对构件 i

作用的力和力矩
,

F ‘,

N
‘

为作用于第 i构件质心的主矢和主矩
.

根据牛顿
一

欧拉方程 F
‘
一m

‘
(认

十公 X V
;
)

,

N
‘
~ 了

‘ ·

诚+ 价 x 了
‘ ·

岭
,

将上两式综合写成旋量方程
,

即

户
;
= 电护

‘

+ 万
‘

电护
‘ ,

(3 )

式中

0 o m
‘ 0

0 0 o m
‘

0 0 0 0

0 0

0

耐

一 耐

0

0

0

一 。矛

0

研

0

0

0

。矛

一 耐

0

0

0

0

0

0

0

0

碑

一 衅

0

0

0

一 时

0

耐

0

0

0

衅

一 耐

0

0000

阳|冈|阳|l
.
eel
,
lesJ

一一电

作用于 i 构件 的合力旋量
,

等 于与 i 构件关联的关节副给予构件的作用力 井
+ : ,

关一 :

及力矩

踌+ : ,

民一 :

组成的力旋量
,

加上作用于该构件的重力相对于 。
‘

的旋量
,

即 户
‘
= 衣

一’

六
一 :
一丈

十 : +

户纤或写成由手部向内递推的方程
,

即

大
一 :

= 且:一
:
(大

+ ,

+ 户
‘
一 户f)

.

(4 )

上 面均为递推关系式
,

当 已知运动副关节的广

义坐标 q ‘

及其导数 女
‘ ,

宕
‘
(t’一 l

,

2
,

⋯
,

n)
,

应用递推公

式 (2 )
,

(3 )可求运动参数 认
,

护沙
,

灿 (i ~ l
,

2
,

⋯
, n )

,

从 基座向外递 推求解
.

为求各关节的驱动力 (力

矩 )
,

可应用公式 (4 )
,

(5) 由手部 向内递推求取
,

末端

外作用 力大
十 ;

由工作力确定
.

3 算例

计算如图 2
,

三刚体空间机构的动力学方程
.

取

固定参考 系 (O
,

X )
.

固连 于基座
,

附体参考 系 (O
,

年
。

图 2 三刚体空间机构
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固定参考系 (O
,

X )
.

固连于基座
,

附体参考 系(O
,

X )
, ,

(O
,

X )
:

的原点分别 固连于构件 1
,

2 的

质心
,

使 端 通过关节轴
: 。

.

对 平行 端
,

姚 平行 对
,

川 同时垂直于 式
,

端
.

构件之间的旋量变换

矩阵为

A孟

A

C必 一 S沪 0

S必 一 C沪 O

0 0 0

hs必 hC沪 O

一 hC 必 h s沪 a ,

o a ;
C沪 0

1 0 0

0 C S 一 S夕

0 SS C夕

一 倪 2

0

a : C S

b l
S S

一 b z
C S

一 a Z
s夕

b i
C口

b l
S 6

0 0

0 0

0 0

C沪 一 S沪

S必 C沪

0 0

0 0

0 0

0 0

l 0

0 C S

0 5 8

一 5 6

[ 0 0 沪 o a ,

沪

一 必5 0

0 m
lg

0 ]
T ;

一 如
:
sa 卯口(a

,

+ b ;
) 一 先 :

o〕
T ,

户蓄= [o m : g sa m
Z

gC a

必S夕(
a ;

+ b :
)〕

T ;

0 0 0〕
T ;

80))司丫0

n
一�
U

乃口0一ILt
.
wej

据式 ( 1 )
,

可得

护
,

一

犷
:
二

户f -

0000沪0

00 00n�0

H
1

沪000 00

一 沪

0

H
2

0

0

0

一 必

0

8

, 摊 2

0

000

�电l.l
.

es
.

eslweeeweeeeeJ00叨0000 0 m
l

0 0 0

必
,

0 0 0
必

2

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0

0

0

一 沪

0

0

0

m 1

0

0

0

0

一 必 O

0 0

8 0

0 8

0 0

0 0

0 o m
:

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

设
: D 一 a ,

+ b l ,

k ,
一b ,

+ D
,

k Z
= CS一 S夕

,

k 3
~ a ,

C沪一C夕一 b ,
C夕

,

k‘= b 1s 口一 a 1
C沪5 8 ;

则根据式 ( 2 )
,

可得

犷
, = 〔0 0 必。

。 1

必 。〕
T ; 护; 一 [ 0 0 必 o D 必 。〕

T ;

护
2
= [夕一 沪夕5 0 一 必S夕 必C O 必丸0k

,
一 如

Z
S a 卯sk

,
一 先

2
+ 必先

:
S夕 必S凝

,

〕
T

.

据式 ( 3 )
,

得
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户 一 [一 尹m
la l

伽
la , 0 0 0 0 ]

T ;

户
,
~ 〔m

Z
(必允6k , 一 如

:
s夕) 一 伽

:
(卯aD

力
_ 、2

)

m
:
(卯0k

l
一 头

2

+ 必兔
2
5夕) + m

:
(必5 8 (0D 一 如

:
)

m
Z
(必S凝

,

+ m
:
0必5 8刀 0 0 0〕

T
.

据式 (4 )
,

得
n f ~ m

: a Z
(办

Ik :

+ l/ 2必5 2夕(SD 一 沪a : ) 一 必阳5
2
8

+ g k
Z
) + m

Za
至(l / 2必招2 8 一 欠口)

;

n生= m
Z

秘
1
(k

3
C S + k ‘S夕) + m

z
k

3a Z
(必夕5 8 一 夕) + m

z

沪夕D S S (k
3

+ k
‘
)

一 m
: k 3

必如
:
5 0 一 m

Zg (无
3
5 口+ 无‘C夕)

.

4 结论

(l) 本文用旋量方法
,

将速度
、

角速度
、

力和力矩的内在联系融合成一体
,

给 出的旋量方程

是一个简洁
、

更有规律性和系统性的机器人动力学模型
.

(2) 在构件的质心建立附体参考系
,

由于惯性张量和质心加速度计算的简化
,

最终使关节

力 (力矩 )的计算量减少
.
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